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Аннотация 
В статье приводятся постановки и предлагаемая технология решения широкого круга задач сов-
местной оптимизации по комплексным критериям эффективности проектных разработок и режи-
мов функционирования сложноструктурированных  бесконечномерных детерминированных и не 
полностью определённых систем с распределёнными параметрами применительно к их описанию 
операторными уравнениями достаточно общего вида с соответствующими начальными и краевы-
ми условиями. В качестве базовой рассматривается детерминированная задача оптимального про-
ектирования программных управлений режимами функционирования распределённой системы с 
полным объёмом информации о характеристиках объекта. Предлагаемый метод её решения после-
довательно распространяется на задачи оптимизации проектных разработок в условиях априори 
фиксируемых внешних воздействий на объект; на комплексную проблему совместной оптимиза-
ции и далее на типичные ситуации оптимального проектирования распределённой системы в 
условиях интервальной неопределённости её параметрических характеристик и внешних возму-
щений. Развиваемый подход использует предварительную процедуру параметризации искомых 
решений, опирающуюся на известные аналитические условия оптимальности; последующую опе-
рацию точной редукции к специальным задачам математического программирования; альтернанс-
ные свойства их экстремалей, подобные известным результатам теории нелинейных чебышёвских 
приближений, и фундаментальные закономерности предметной области. Приводится представля-
ющий самостоятельный интерес пример применения полученных результатов общего характера к 
задаче оптимального проектирования промышленного объекта технологической теплофизики 
производственного назначения. Предлагаемая интерпретация проблемы оптимального проектиро-
вания систем с распределёнными параметрами в виде комплексной задачи совместного поиска 
соответствующих компонентов векторных пространственно-временных управляющих воздей-
ствий и обобщенная на достаточно широкий круг подобных задач технология разработки на этой 
основе программных стратегий принятия решений являются новыми. 
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Введение 
Новые возможности решения актуальной проблемы оптимального проектирования тех-

нических систем управления появляются при её трактовке в соответствии с современными 
требованиями системного подхода в качестве задачи совместного поиска проектных разра-
боток и режимов последующего функционирования объекта, обеспечивающих в совокупно-
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сти достижение экстремальной величины априори выбираемого комплексного технико-
экономического критерия оптимальности. Трудности решения подобной задачи существенно 
увеличиваются с возрастанием сложности структуры объекта и порядка динамических моде-
лей его описания, приобретая принципиальный характер применительно к бесконечномер-
ным системам с распределёнными параметрами (СРП) [1-8]. 

В целом ряде наиболее характерных для прикладных задач ситуаций подобная совокуп-
ная проблема поиска проектных решений и способов организации динамических режимов 
функционирования СРП может быть сведена к поиску понимаемых в обобщённом смысле 
соответствующих оптимальных векторных управляющих воздействий (УВ). Их составляю-
щие, относящиеся к проектным разработкам, интерпретируются в своих основных аспектах в 
роли пространственно-распределённых «статических» УВ, а компоненты, определяющие по-
ведение объекта в динамических режимах – как традиционные, изменяющиеся во временной 
или пространственно-временной области управления. 

Известные условия оптимальности во многих случаях позволяют заведомо установить 
для типовых моделей СРП базовую программную структуру подобных УВ в форме их явной 
зависимости от временного и пространственного аргументов с точностью до числа и кон-
кретных значений компонентов конечномерного вектора некоторой определённым образом 
упорядочиваемой совместной последовательности проектных и режимных параметрических 
характеристик СРП. Тем самым производится параметризация искомых УВ и последующая 
точная (в рамках исследуемых моделей) редукция к существенно более простым по сравне-
нию с исходными специальным конечномерным задачам математического программирова-
ния, решение которых может быть выполнено применительно к их типичным и некоторым 
новым постановкам с помощью разработанного авторами конструктивного вычислительного 
алгоритма («альтернансного» метода), использующего фундаментальные закономерности 
соответствующей предметной области (ПрО) [8-10]. Подобный подход позволяет реализо-
вать соответствующую программную стратегию оптимального проектирования СРП для до-
статочно широкого круга ответственных производственных объектов. 

Представляющая большой самостоятельный интерес традиционная задача поиска опти-
мальных программных временных или пространственно-временных УВ в условиях наличия 
необходимого объёма априорной информации о свойствах объекта может рассматриваться в 
качестве частной модификации общей задачи оптимального проектирования с заранее фик-
сируемыми значениями параметрических характеристик СРП. 

Особое значение в последнем случае приобретает актуальная проблема синтеза опти-
мальных регуляторов с обратными связями, автоматически реализующими оптимальные ре-
жимы функционирования СРП в условиях воздействия на объект внешних и параметриче-
ских возмущений (проблема разработки позиционных стратегий управления). Достаточно 
эффективная процедура её решения в целом ряде типичных ситуаций может быть построена 
на основе результатов предварительного решения задачи программного управления. 

В настоящей статье приводится систематизированное изложение и обобщение предлага-
емых авторами конструктивных методов разработки программных стратегий принятия ре-
шений для достаточно широкого круга типовых и новых постановок задач оптимального 
проектирования СРП. 

1 Математические модели объектов оптимального проектирования 
систем с распределёнными параметрами 
Для широкого класса СРП модель поведения управляемой величины Q  в зависимости от 

времени t  и пространственных координат mixXVX i ,1),(,  ; 31  m , в пределах од-
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носвязной области V с кусочно-гладкой границей S  описывается неоднородным скалярным 
или векторным операторным уравнением 

(1)    ,0,,,,,,,,, 111  tVXtXwtXuXfdXgtXQL V ))()(())((  

с граничными 
(2)    0,,,,,,,, 222  tSXtXwtXufdXgtXQL s ))()(())((  

и начальными условиями 
(3)    .0,,,,, 33  tVXXfdXgtXQL )()((  

Здесь VXtXuV ),,(  и SXtXuS ),,(  - зависящие от X  и t  (пространственно-
временные) или только от t  (сосредоточенные) соответственно внутренние и граничные ре-
жимные управляющие воздействия; VXXg ),(  - пространственно распределённые (стати-
ческие) управляющие воздействия, в роли которых рассматриваются искомые проектные 
решения СРП;  21,,,0, wwdXQw )(  - вектор неопределённых факторов, к которым могут 
относиться начальное состояние объекта )( 0,XQ , неопределённости параметрических харак-
теристик объекта d  и внешние возмущающие воздействия 1w  и 2w ; 321 ,, LLL  - заданные (в 
общем случае нелинейные) интегро-дифференциальные операторы; )(),(),( 321  fff  - извест-
ные скалярные или векторные функции своих аргументов, удовлетворяющие обычным тре-
бованиям по их гладкости, и V  - открытая часть области V , не содержащая её границу. 

Краевая задача (1)-(3) может быть решена относительно управляемой величины ),( tXQ  с 
требуемой точностью известными численными или в частных случаях аналитическими ме-
тодами. 

В типичных условиях ограниченности ресурсов на формирование УВ и интервального 
характера неопределённых факторов будем далее считать, что допустимые значения УВ 
стеснены на всём протяжении процесса управления при ],0[ Tt  ограничениями 

(4)  )()(],,0[),,(),();,(),( XGXgTttXUtXutXUtXu SsVV   

с известными границами заданных множеств VU , SU , G , а вся информация о векторе w  ис-
черпывается условиями его принадлежности заданному множеству W  его компонентов 

(5)  ][)())()()(( TttXWtXwtXwdXQw ,0,,,,,,,0, 21  . 
Каждому фиксированному значению Ww~  в (5) при любом допустимом согласно (4) 

конкретном наборе управлений Vu , su  и )(Xg  отвечает  соответствующее пространственно-
временное распределение )~,,,,,( wguutXQ SV  («изолированная» траектория [11]) управляемо-
го состояния СРП. Объединение этих состояний по всем допустимым величинам Ww  при 
одних и тех же УВ образует ансамбль траекторий объекта в рассматриваемых условиях 
ограниченной неопределённости [11] 

(6)   }][:{)( TtWwwTguutXQWTguutXQ SVSV ,0,,,,,,,,,,,,,   . 

В рамки описания (1)-(6) укладывается ряд наиболее характерных последовательно 
усложняемых частных ситуаций, на основе которых может быть сформирована технология 
принятия решений для различных вариантов постановок общей задачи оптимального проек-
тирования СРП. 

В качестве типичной базовой модели обычно используется детерминированная модель 
СРП без учёта неопределённых факторов в (1)-(3) с априори заданным проектным решением 
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объекта и искомыми режимными управлениями Vu , su , выделяющими соответствующую 
изолированную траекторию из ансамбля (6) при заведомо фиксируемых величинах Ww~  и 

Gg ~  [1-3, 8]. Подобная модель предусматривает последующее решение частной задачи оп-
тимального проектирования процессов функционирования СРП при полном объёме необхо-
димой информации о характеристиках объекта. 

Детерминированная модель СРП (1)-(3) при Www  ~ ; SSVV uuuu ~,~   может быть ис-
пользована для поиска оптимальных проектных решений )(Xg  в условиях заранее фиксиру-
емых режимных УВ SV uu ~,~ , в частности, применительно к статическим режимам работы СРП 
при 0/  tQ  в (1)-(3). 

В более общей ситуации, требующей организации совместного поиска проектных и ре-
жимных решений, следует использовать модель (1)-(3) при ww ~  с искомыми величинами 

SV uu ,  и g . Фиксация только составляющих 1
~w  и 2

~w  в каждой из указанных частных моде-
лей приводит к описанию объекта в условиях интервальной неопределённости начального 
состояния и параметрических характеристик объекта и отсутствия неопределённых внешних 
возмущений при )~~)(( 21,,,0, wwdXQw  . 

Аналогичным образом приходим к модели СРП с фиксированными параметрическими 
характеристиками d~  в условиях воздействия множественных возмущений )(1 tw , )(2 tw , по-
лагая в (1)-(3) )~)(( WwwdXQw  21,;,0,  [12, 13]. 

В двух последних случаях соответствующим образом «сужается» ансамбль траекторий 
(6). 

2 Детерминированная задача оптимального проектирования 
программных управлений режимами функционирования СРП 
Рассмотрим базовую частную задачу поиска программных оптимальных управлений 

** , SV uu  применительно к динамической модели СРП (1)-(3) с полным объёмом априорной ин-

формации о проектных решениях g~ , параметрических характеристиках объекта d~  и внеш-
них воздействиях 1

~w , 2
~w  в условиях 

(7)  GggWww  ~;~ . 
Искомые управляющие воздействия в большинстве случаев стесняются лишь известны-

ми пределами их возможных изменений 
(8)  ],,0[,),(;),( maxminmaxmin TtutXuuutXuu SSSVVV   

непосредственно характеризующими допустимые множества ),( tXUV  и ),( tXUS  в (4). 
В соответствии с типичными технически реализуемыми условиями по достижению с до-

пустимой погрешностью заданного состояния СРП в конце процесса управления, для боль-
шинства представляющих наибольший интерес прикладных задач необходимо обеспечить за 
время Т приближение ),( TXQ  к требуемому пространственному распределению управляе-
мой величины )(** XQ  с оцениваемой в равномерной метрике допустимой точностью 0 : 

(9)  ., 


)()(max ** XQTXQ
VX
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Качество процесса управления оценивается в достаточно общем случае по величине 1I  
максимума по r-мерному векторному параметру rEYy   функционала I, являющегося за-
данной числовой функцией своих аргументов 

(10) 
SSVV UuUuSVYy

yTwguutXQII



,

min),,~,~,,),,((max1 . 

В схему (10) укладываются типичные задачи оптимизации СРП по критериям быстро-
действия, энергопотребления, минимизации на XV   отклонений ),( tXQ  от )(** XQ  в раз-
личных метриках [8, 9]. 

Исследуемая проблема сводится к определению стесненных ограничениями (8) УВ 
** , SV uu , которые переводят объект (1)-(3) в условиях (7) из заданного начального в требуемое 

конечное состояние согласно (9) при минимальном значении критерия оптимальности (10). 
В ряде частных случаев данная задача рассматривается в условиях перевода требования 

(9) в критерий оптимальности вида (10) при Xy  : 

(11) 
SV uuSVVX

XQuuTXQI
,

** min)(),,,(max 


1  

без ввода дополнительных ограничений на конечное состояние объекта [8, 9]. 

2.1 Параметризация управляющих воздействий 

Структура искомых программных управлений ),(),,( ** tXutXu SV  для широкого круга задач 
оптимизации СРП может быть установлена с использованием известных аналитических 
условий оптимальности [1-3, 8-10]. Указанным путём во многих случаях может быть полу-
чено параметрическое представление этих воздействий с точностью до вектора 

,,1),( )()( NiN
i

N   определённым образом упорядоченной последовательности конечного 

числа N  параметров )()(
2

)(
1 ,...,, N

N
NN  , непосредственно характеризующих управляющие 

воздействия в пространственно-временной области их определения (« )(N -
параметризация»). 

В целом ряде прикладных задач изначально требуется найти управляющие воздействия в 
заданном классе )(N -параметризуемых функций согласно исходным требованиям, диктуе-
мым техническими возможностями их реализации. 

Если непосредственное осуществление операции )(N -параметризации становится за-
труднительным, то она может быть реализована путём построения конструктивной процеду-
ры отображений на множество N  допустимых значений )(N  параметров более общей 
природы, в роли которых выступает, например, применительно к сосредоточенным управ-
ляющим воздействиям, набор финишных значений первых N переменных бесконечной си-
стемы сопряженных уравнений принципа максимума Понтрягина при равных нулю конеч-
ных значениях остальных её компонент (« )( N -параметризация») [10]. 

2.2 Редукция к задаче полубесконечной оптимизации 
Интегрирование в аналитической или численной форме уравнений модели объекта (1)-

(3), (7) с )(N -параметризованными управлениями ),,(),,,( )()( tXutXu N
S

N
V   позволяет по-

лучить конечное состояние объекта )( TXQ ,  в (9) и значение критерия оптимальности I в 
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(10) в форме явных зависимостей ),( )(NXQ   и ),( )(NyI   от своих аргументов. При этом ми-
нимально достижимые в классе  таких управлений значения )(

min
N  ошибки   равномерного 

приближения ),( TXQ  к )(** XQ  в (9) 

(12)  )(),(maxmin **)()(
min )(

XQXQ N

VX

N

N
N




  

не возрастают (как правило, монотонно убывают) с ростом },1{ N  [9] 

(13) 0... inf
)(

min
)2(

min
)1(

min   , 

характеризуя сужающееся к )(** XQ  семейство целевых множеств для  ,1,)(
min jj  в (13). 

Здесь точная нижняя грань inf  достижимых по условию (9) значений   в цепочке нера-
венств (13) оказывается равной минимаксу )(

min
 , где   при 0inf   и   при 0inf   

соответственно для управляемых и неуправляемых относительно )(** XQ  объектов [1, 8, 9]. 
В широком классе задач )(N -параметрической оптимизации оптимальные управляющие 

воздействия ** , SV uu  в соответствии с (13) характеризуются минимально возможной для за-

данного значения   в (9) размерностью 0NN   вектора )(N  по определению минимакса в 
(12) [8-10]: 

(14) },1{,: )1(
min

)(
min0  N . 

Отсюда, в частности, следует, что для всех достижимых значений 0 , удовлетворяю-
щим неравенствам (14), )(N -параметризация оптимальных управлений оказывается конеч-
номерной. 

В результате )(N -параметризации производится точная редукция исходной задачи, со-
гласно (9), (10), (12), (13), к задаче полубесконечной оптимизации (ЗПО) на минимум функ-
ции )( )(

1
0NI   конечного числа переменных 0

)( ,1,0 NiN
i  , с бесконечным числом ограниче-

ний, диктуемых требованием (9) для всех VX   [8, 9]: 

(15) 
0

0

00 ,1
N

N

N

Yy

N yII



)(

min)(max)( )()( ; 

(16) .,;, 0
1

minmin1
0000   


NXQXQ NNN

VX

N )()(*)()( )()(max)(  

2.3 Альтернансный метод в задачах параметрической оптимизации СРП 
Решение целого ряда ЗПО вида (15), (16) может быть найдено конструктивным альтер-

нансным методом, распространяющим на ЗПО результаты теории нелинейных чебышёвских 
приближений [14, 15] в условиях некоторых малостеснительных для многих прикладных за-
дач допущений [8, 9]. Метод базируется на специальных свойствах вектора )( 0N  оптималь-
ных решений ЗПО (15), (16), установленных при указанных допущениях с использованием 
упрощённых, по сравнению с известными, альтернансных форм необходимых условий экс-
тремума в задачах недифференцируемой оптимизации и дополнительной информации о 
конфигурации на XV   и yY   пространственного распределения ),( )( 0NXQ  и ),( )( 0NyI  , 
диктуемой закономерностями ПрО исследуемой конкретной задачи. 
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Согласно этим свойствам, одинаковые значения ),( )( 0NyI  , равные )( )(
1

0NI   в (10), и 

максимально допустимые отклонения )(),( **)( 0 XQXQ N  , равные  , достигаются в неко-

торых точках, соответственно yv RvYy ,1,0  , и Xj RjVX ,1,0  , суммарное число кото-

рых оказывается равным числу всех неизвестных в ЗПО (15), (16), включая )( 0N
i , 0,1 Ni  , 

величину )( )(
1

0NI   и минимакс )(
min

0N , если )(
min

0N , в соответствии со следующими соот-
ношениями [9]: 

(17) 10  NRR Xy , если  ~)(
min

0N ; 

(18) ,10  NRX  если )(
min

0N ; 

(19) ,10  NRy  если  ~ , 

где 

(20) )(infarg~)~(~ )()()(
)(
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0
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00
11 ; N

G

NN I
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 . 

Утверждение (17), дополненное условиями существования экстремума функций 
),( )( 0NyI   и )(),( **)( XQXQ N   соответственно в точках 1

0 ,1, yv RqYy
q

 int , и 

VX
pj int0 , 1,1 XRp  , приводит при заданной величине   в (16) к определяющей системе 

равенств 

(21) 
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замкнутой относительно всех искомых параметров. 
При наличии дополнительной содержательной информации о конфигурации распределе-

ния )( 0,( NyI  ) на yY   и )(),( **)( 0 XQXQ N   на XV   в зависимости от величины  , поз-
воляющей идентифицировать точки 0

jX  и 0
vy , данные равенства редуцируются к системе 

1HH   уравнений с 1HH   неизвестными, где ,10  NRRH yX 111 Xy mRrRH  , а в 

роли неизвестных фигурируют 0N  составляющих 0
)( ,1,0 NiN

i  , вектора )( 0N ; минимакс 

)( )(
1

0NI  ; 1yrR  координат 1yR  точек 0
qvy  экстремума ),( )( 0NyI   на Y  и 1XmR  координат 1XR  

точек 0
pjX  экстремума разности )(),( **)( 0 XQXQ N   на V . 

Подобным образом случай )(
min

0N  в соответствии с утверждением (18) приводит при 
10  NRX  к системе 110  XmRN  уравнений (22) с 110  XmRN  неизвестными 0)( ,0

pj
N

i X  
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и )(
min

0N , а при  ~  на основании (19) получаем для 10  NRy  систему 110  yrRN  урав-

нений (21) с 110  yrRN  неизвестными 0)( ,0
qv

N
i y  и )( )(

1
0NI  . 

Для модификации задачи (15), (16) с непрерывно дифференцируемой целевой функцией 
)()( )()(

1
00 NN II  , образуемой в частном случае, когда ),( )( 0NyI   не зависит от у, только 

число XR  точек Xj RjX ,1,0  , становится равным числу искомых значений 0
)( ,1,0 NiN

i   и 
)(

min
0N  в случае )(

min
0N , а соответствующая система равенств (17)-(19) упрощается следую-

щим образом: 
(23) 0NRX  , если ;)1(

min
)(

min
00  NN  

(24) 10  NRX , если )(
min

0N . 

В данном случае равенство (23) аналогичным путём приводит к системе 10 XmRN   

уравнений (22) с 10 XmRN   неизвестными )( 0N
i , 0

pjX  для заданного значения )(
min

0N , а 

случай (24) совпадает с (18). 
В частном случае (11) задача полубесконечной оптимизации (15), (16) сводится к мини-

максной задаче нелинейных чебышёвских приближений 

(25) 
0

0

00
1

N
N

XQXQI N

VX

N




)(
min)(),(max)( **)()(  

без дополнительных ограничений с последующей редукцией, подобно предыдущим вариан-
там, равенств (22) в условиях (24) при )(

min
)(

1
00 )( NNI   к расчётной системе уравнений. 

Решения относительно указанных неизвестных систем уравнений, конструируемых по 
специально разработанной вычислительной процедуре в зависимости от величины   в (16) 
на основании равенств (21), (22) [8], содержат искомые решения ЗПО (15), (16) и могут быть 
найдены стандартными численными методами. 

Специфическая проблема редукции соотношений (21), (22) к расчётным системам урав-
нений во многих случаях может быть решена с привлечением закономерностей ПрО иссле-
дуемой задачи управления СРП, позволяющих априори выявить характер поведения на мно-
жествах yY   и XV   функций ),( )( 0NyI   и )(),( **)( 0 XQXQ N   для заданных значений   
и идентифицировать точки 00, vj yX  в (21), (22). В частности, в [9] установлены все возможные 
варианты формы этих распределений применительно к характерным условиям 

,const)(** XQ const)0,( XQ  при ],[ inf
)1(

min   в базовых задачах оптимального по быст-
родействию и расходу энергии управления нестационарными температурными полями, опи-
сываемыми уравнениями теплопроводности различной пространственной размерности вида 
(1)-(3) в областях V  канонической формы с типичными внутренними и граничными управ-
ляющими воздействиями. 

Процедура параметризации УВ, редукция исходной задачи оптимизации к ЗПО и техно-
логия её решения альтернансным методом существенно усложняются при использовании 
векторных УВ (в частности при совокупном применении внутренних и граничных управле-
ний) за счёт возникновения специфической проблемы выстраивания в однозначно фиксиру-
емом порядке конкретной последовательности параметров NiN

i ,1,)(   с присвоением каж-

дому из них заранее определяемого номера },1{ Ni , не меняющегося для всего ряда нату-
ральных значений  ,1N . В зависимости от каждого из формально возможных вариантов 
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такой последовательности изменяются величины минимакса в (11), члены цепочки нера-
венств (13) и размерность 0N  искомого решения )( 0N  ЗПО. В типичных для приложений 
задачах со скалярными внутренними или граничными УВ подобная проблема достаточно 
просто решается с использованием закономерностей ПрО [8, 9]. Описываемая схема алго-
ритмически точного решения краевых задач оптимального управления линейными и нели-
нейными моделями СРП параболического типа альтернансным методом апробирована при 
поиске )(N - и )(N -параметризованных сосредоточенных и пространственно-
распределённых УВ в задачах оптимизации по ряду базовых технико-экономических крите-
риев применительно к различным процессам технологической теплофизики, в том числе, с 
учётом фазовых ограничений на температурные и термонапряжённые состояния в процессе 
управления и других особенностей промышленных технологий [8, 9, 16]. 

Предлагаемая технология предварительной параметризации искомых УВ, конечных со-
стояний объекта и критерия оптимальности, последующей процедуры точной редукции к 
ЗПО, разрешаемой с использованием альтернансных свойств искомых экстремалей и допол-
нительной информации о закономерностях ПрО, распространяется далее на значительно бо-
лее широкий круг задач оптимального проектирования детерминированных и не полностью 
определённых моделей СРП. 

Ниже рассматриваются наиболее характерные постановки таких задач, сводимые к ЗПО 
различного вида, решения которых укладываются в общую схему (15)-(16) альтернансного 
метода. 

3 Детерминированная задача оптимизации проектных решений 
в условиях заданных режимных управлений 
Данная частная задача оптимального проектирования СРП сводится к поиску статиче-

ского распределённого управления ,)(* GXg  которое переводит объект (1)-(5) в условиях 
фиксированных воздействий Www  ~  и режимных управлений ssvv uuuu ~,~   в требуемое 
конечное состояние согласно (9) с минимальным значением критерия оптимальности 

(26) 
GgsvYy

yTwXguutXQII


 min),,~,)(,~,~,),((max2  

вместо (10). 
Искомое проектное решение )(* Xg  может быть найдено по описанной выше общей схе-

ме определения режимных управлений *
vu  и *

su  путём редукции исходной задачи к ЗПО вида 

(15), (16), разрешаемой теперь уже относительно вектора g
N

i
N
g Nigg ,1),( )()(  , параметри-

ческого представления )(* Xg  
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Представляющая самостоятельный интерес задача оптимизации проектных решений 
объекта на стадии его функционирования в стационарном состоянии )(XQc  при 

(28) constconst;;0 


stvtt
uutQ limlim/lim  

во многих случаях сводится к виду (11)  
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(29) 
GXgcVX

XQXgXQI



)(

**
2 min)())(,(max . 

Процедура )( gN
g -параметризации )(Xg , аналогичная )(N -параметризации режимных 

управлений, приводит к параметрическому представлению ),(),,( )()( gg N
gc

N
g XQXg   и 

)( )(
2

gN
gI   управляющего воздействия, стационарного состояния СРП и критерия оптималь-

ности. 
Последующая редукция к нелинейной задаче чебышёвских приближений вида (25) 

(30) 
0

0

00 ,2
gN

gN
g

gg XQXQI N
gcVX
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)(
min)()(max)( **)()(  

позволяет найти ее решение )( 0gN
g  с требуемой точностью по схеме альтернансного метода. 

Специфической особенностью задачи (30) является необходимость попутного определе-
ния границ области G  в (4), исходя из фундаментальных законов сохранения энергетическо-
го или материального баланса в стационарном режиме работы СРП. 

4 Детерминированная задача совместной оптимизации проектных решений  
и режимов функционирования СРП 
Общая детерминированная задача оптимального проектирования СРП (1)-(5) в отличие 

от рассмотренных в разделах 2 и 3 заключается в совместном определении допустимых про-
ектных решений )(* Xg  и режимных управлений *

vu  и *
su , обеспечивающих в условиях из-

вестного вектора Www  ~  достижение требуемых согласно (9) конечных состояний объек-
та (1)-(5) с минимальным значением критерия оптимальности 

(31) 
guuSYYy sv

yTwguutXQII
,,3 ,,,,,, min),~)((max 


 

вместо 21, II  в (10), (26) и (29). 

Процедура )(N  и )( gN
g -параметризации искомых воздействий sv uu ,  и )(Xg  соответ-

ственно, формирование расширенного вектора параметров повышенной размерности 
),( )()()( gg N

g
NNN  

  и последующее интегрирование уравнений модели объекта (1)-(5) с 

параметризованными управлениями ),(),,,(),,,( )()()( gNN
s

N
v XgtXutXu   приводят к пара-

метрическим зависимостям ),(),,( )()( gg NNNN yIXQ 



   конечного состояния объекта и кри-

терия оптимальности (31) от своих аргументов. В результате опять обеспечивается редукция 
исходной задачи к ЗПО вида (15), (16): 
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(или в частных случаях, подобных (11), к ЗПО вида (25), (30)), снова разрешаемой по общей 
предлагаемой схеме относительно искомой величины )( 00 gNN 

 . Здесь размерность 00 gNN   

вектора )( 00 gNN 
  опять определяется по правилу аналогичному (14) применительно к по-
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добной (13) цепочке неравенств для величин минимаксов, определяемых согласно (12) с за-
меной N  на gNN  . 

Векторный характер искомых управлений приводит к необходимости решения с помо-
щью закономерностей ПрО, указанной в разделе 1, вспомогательной задачи формирования 
упорядоченной последовательности компонентов вектора 
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ggg NN
NN

NNNNNN 









  , число gNN   которых увеличивается с возрастанием 

N  и gN . 

5 Задача оптимизации проектных решений СРП в условиях интервальной 
неопределённости параметрических характеристик объекта 
Самостоятельный интерес представляет задача оптимального проектирования СРП (1)-

(6) в характерных условиях интервальной неопределённости вектора 
WWQrjdQdb j  100 );,1,(),(  неизменных во времени параметрических характери-

стик объекта, к которым во многих случаях можно отнести параметрическое представление 
начального состояния объекта VXQXQ  const)0,( 0 , где 

(33)  rjQQQdddQdW jjjj ,1,;:, max00min0maxmin01  . 

При заданных внешних воздействиях Www 21
~,~  требования вида (9) должны быть вы-

полнены для всех конечных состояний ансамбля (6) 
(34) ,,,,,,,,,,,,, 121 )}~~({)( WWbwwguuTXQWguuTXQ svsv    

образуемого всеми допустимыми согласно (33) реализациями значений b : 

(35) 


])()(max[max ** XQbTXQ
VXWb

,,
1

. 

В таком случае задача сводится к совместному определению *** ,, guu sv , обеспечивающих 
при 2211

~,~ wwww   перевод ансамбля траекторий (6) в требуемое конечное состояние (35) с 
минимальным значением функционала качества 4I , определяемого по принципу гарантиро-
ванного результата в аналогичной (10) форме функции максимума: 

(36) 
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bwwguutXQII
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Подобная (27) )( gNN 
 -параметризация искомых воздействий приводит к редукции ис-

ходной задачи (35), (36) к ЗПО вида (32) с 1r -мерным векторным параметром by   

(37) 
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и континуумом ограничений, рассматриваемых на расширенном по сравнению с (32) множе-
стве Z  элементов Zz , включающем наряду с пространственными переменными VX   
допустимые значения вектора 1Wb . 
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Возникающая при этом дополнительная проблема выявления характера распределения 
)(),( **)( 00 XQzQ gNN  

  на множестве Z  в целях редукции системы равенств вида (21), (22) 
к расчётным системам уравнений альтернансного метода во многих случаях может быть ре-
шена на основе свойств результирующих состояний СРП для детерминированных состояний 
объекта и фундаментальных закономерностей ПрО [8-10, 16]. В наиболее характерных ситу-
ациях точки ,,1),,( 000

xjjj Rjbxz   в которых выполняются подобно (22) равенства 

 
 )()( **)( 00 00, j

NN
j XQzQ g , содержат комбинации предельно допустимых значений jd  на 

границах множества 1W . 

6 Программная реализация обратных связей в задачах оптимизации 
режимов функционирования СРП при наличии внешних возмущений 
В типичных условиях воздействия на реальный объект с заданными проектными реше-

ниями Ggg  ~  в (4) и заранее фиксируемыми параметрическими характеристиками 

1
~ Wdd  , множественных возмущений Www 21,  в (5), вся информация о которых исчер-

пывается заданием их граничных значений в пределах допустимой области W  их изменения, 
возникает задача поиска оптимальных программных управлений ** , SV uu  ансамблем траекто-
рий 

(38) ].,[)},,,,~,,~,,,,({),~,,~,,,,( TtWwwQdTguutXQWdTguutXQ SVSV 0210    

Эта задача может быть записана в подобной (35), (36) форме 
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с последующей редукцией после параметризации искомых управлений к ЗПО вида (37): 
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Описанная стратегия программного управления по принципу гарантированного резуль-
тата ансамблем траекторий СРП, порождаемым всеми допустимыми реализациями учитыва-
емых возмущающих воздействий, заведомо приводит к существенным потерям по миними-
зируемому критерию качества по сравнению с замкнутыми системами автоматического 
управления, обеспечивающими требуемый уровень подавления возмущений. Однако про-
блема синтеза соответствующих оптимальных автоматических регуляторов отличается из-
вестными затруднениями принципиального характера [11, 13]. 

Возможный путь их преодоления состоит в переходе от трудноразрешимой задачи по-
строения в явной форме алгоритма оптимального управления с обратными связями к поиску 
реализующей искомый закон регулирования последовательности программных оптимальных 
управлений TtTtttXutXu kkSkVk  0],,[),,(),,( ** , для каждого из которых начальное на ин-
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тервале ],[ Ttk  состояние ансамбля 
kttsV WdTguutXQ


),~,,~,,,,(  в (38) вычисляется в заранее 

фиксируемые на временной сетке с заданным периодом квантования h  моменты времени 
Thkkhtk  ,1,0,  по сигналам ),( ku tXQ  измерения текущего состояния объекта с 

помощью известных способов его наблюдения [12, 13]. 
В таком случае исходная минимаксная задача оптимизации (39), (40), сформулированная 

на всём временном промежутке ],0[ T , сводится к последовательно разрешаемым на интерва-
лах 1,0,],[  ktTtk , задачам вида (39), (40) программного управления «суживающими-

ся» по мере возрастания kt  ансамблями траекторий );,,~,,~,,,,( 21 kkSkVk wwdTguutXQ  
],[,,, 21 TttWww kkk  , с наблюдаемыми начальными состояниями ),( ku tXQ . При этом ис-

комые оптимальные управления ** , SV uu  на всём протяжении процесса управления компону-

ются из участков изменения ** , SkVk uu  на промежутках ],[ htt kk  : 

(42) 
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Построение *
ku  в каждой позиции )),(,( kuk tXQt  по существу формирует закон управле-

ния с обратной связью ),(,(**
kukk tXQtu . Если вычисление *

ku  производится за время, не пре-
вышающее достаточно малого периода квантования h , то этот закон реализуется с шагом h : 

(43) )),(,()( ***
kukkkk tXQtuhtu  , 

обеспечивая тем самым последовательную отработку алгоритма (42) в реальном времени. 
При этом в условиях 0h  получаем в соответствии с (42), (43): 

(44) ),0()),(,(*** TXQuu u  . 

Дальнейшая процедура )( kN
 - и )(N

 - параметризации искомых управлений *
ku  и *u  со-

ответственно приводит по предлагаемой общей методологии к последовательному решению 
с шагом h  ЗПО вида (41) 
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с зависящим от kt  континуумом ограничений ),( )(
k

N
k tk 0

1   на конечное состояние объекта 
при последовательном уменьшении влияния на него интегрального эффекта воздействия 
возмущений kkk Www 221 , , на промежутках ][ Ttt k ,  при Ttk  . Здесь явные зависимости 

),,( )(
1

0
k

N
k tzQ k

  и ),,,,( 210
)( 0

kkk
N

k wwtQI k
  от своих аргументов должны быть получены после 

интегрирования уравнений модели объекта (1)-(3) с измеряемым начальным состоянием 
),(),( kuk tXQtXQ   вместо (3) при )( kN -параметризованном управлении *

ku . В соответствии 

с требованием (39) ошибки равномерного приближения )(k , 1,0 k , в (45) должны вы-
бираться таким образом, чтобы обеспечить выполнение соотношения   )1( . По найден-
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ным оптимальным значениям )( 0kN
  вычисляются и реализуются на объекте, согласно алго-

ритму (42), параметры )( 0N
  оптимальных управлений *

Vu  и *
Su . 

7 Оптимальное проектирование объектов технологической теплофизики 
В качестве примера, представляющего самостоятельный интерес, рассмотрим детерми-

нированную задачу оптимального проектирования установки градиентного индукционного 
нагрева (ИНУ) цилиндрических слитков из алюминиевых сплавов перед последующей опе-
рацией прессования в ответственных технологических комплексах обработки металла давле-
нием [16]. 

Температурное поле ),( 21 xxQ  в процессе индукционного нагрева описывается в зависи-
мости от времени ],0[ Tt , радиальной 1x  и продольной 2x  координат в области 

])[][( 1,0,1,0 21  xxV  двумерным неоднородным уравнением теплопроводности в относи-
тельных единицах вида (1) с начальными и граничными условиями (2), (3) третьего рода и 
заданным законом пространственного распределения внутренних источников тепла, опреде-
ляемым известным решением уравнений Максвелла для электромагнитного поля индуктора. 

Градиентный нагрев слитка с положительным перепадом конечной температуры 
),,( 21 TxxQ  по его длине 2x  в направлении прессования, который обеспечивает существен-

ное повышение производительности пресса, осуществляется в ИНУ двухсекционного испол-
нения (рисунок 1) [16]. В качестве внутренних сосредоточенных УВ )(tuV  используются 
суммарные удельные мощности внутреннего тепловыделения в обеих секциях 

))(),(()( 21 tututu VVV  , подчиненные ограничениям вида (8): 

Рисунок 1 – Конструкция двухсекционной ИНУ периодического действия: 
1– секция индуктора; 2– заготовка 

(46) max22max11 00 VVVV utuutu  )(;)( . 

В роли искомых базовых проектных решений ИНУ заданной двухсекционной конструк-
ции будем рассматривать максимальные мощности секций max1Vu  и max2Vu , стесняющие воз-
можные пределы изменения режимов УВ в (46), и, следовательно, в данном случае будем 
иметь для )(Xg  в (4): 

(47) const.),()( max2max1  VV uuXg  

В качестве критерия оптимальности в условиях заданной длительности процесса нагрева 
фиксируемой требуемой производительностью технологического комплекса «ИНУ–пресс» 
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принимается, подобно (11), достижимая точность равномерного приближения конечного 
температурного состояния к его заданному неравномерному распределению перед последу-
ющим прессованием слитка: 

(48) 
guVVVVxx V

xxQuututuTxxQI
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21max2max1212110
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. 

Требования к градиентному характеру нагрева слитка приводят к заданию ),( 21
** xxQ  в 

форме кусочно-линейной функции продольной координаты 

(49) 
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*Q , )2(

*Q , *
2x . 

Проблема теперь сводится к совместному поиску оптимальных управлений )(),( *
2

*
1 tutu VV , 

стесненных ограничениями (46) и проектных решений *
max2

*
max1 , VV uu  в (47), обеспечивающих 

в совокупности достижение минимального значения критерия оптимальности (48). 
Данная задача является частным случаем общей детерминированной задачи (31) опти-

мального проектирования СРП с целевой функцией вида (11). 
Известные условия оптимальности в форме принципа максимума Понтрягина заведомо 

определяют )(*
1 tuV  и )(*

2 tuV  в виде кусочно-постоянных функций времени, попеременно 
принимающих только свои предельно допустимые значения согласно (46) [1, 8, 9]. Тем са-
мым обеспечивается )(N -параметризация искомых УВ с точностью до числа N  и длитель-

ностей NiN
i ,1,)(  , интервалов их постоянства на протяжении процесса управления в усло-

виях свободы выбора Т из условий достижения минимальной величины критерия оптималь-
ности (48). В наиболее просто реализуемых режимах работы ИНУ с синхронным управлени-
ем во времени обеими секциями один и тот же вектор )(N  характеризует одновременно оба 

воздействия *
1Vu  и *

2Vu . 

При 
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)(  для простейшего по условиям технической реализации изначально зада-

ваемого режима работы ИНУ с неизменной во времени максимальной мощностью обеих 
секций будем иметь 10 N , и вектор )1(

1
)( 0  N  тем самым определён с точностью до дли-

тельности )1(
1T  процесса управления. 

)( 0gN
g -параметризация искомых проектных решений )(Xg  в данном случае непосред-

ственно описывается их заданием в форме (47) при 20 gN : 
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Интегрирование (в аналитической или численной форме) уравнений модели при пара-
метризованных управлениях ),()(),,( max2max1

)1(
1 VVV uuXgtu   с последующей подстановкой 

результатов в (48) обеспечивают редукцию к задаче вида (32) без ограничений с целевой 
функцией, подобной (25) и (30): 
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Альтернансные свойства искомых решений ),,( max2max1
)1(

1
)( 00
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NN uug  

 , определяе-
мые в рассматриваемом случае подобно задаче (25) базовыми соотношениями (22), (24) (где 
надо заменить )( 0N  на )( 00 gNN 

 ), приводят с использованием известных закономерностей 
конечного пространственного температурного распределения [8, 9, 16] к следующей системе 
шести уравнений альтернансного метода, разрешаемой известными способами относительно 
всех шести искомых параметров оптимального процесса нагрева max2max1
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min ee xxXI  включая выступающие в роли промежуточных неизвестных коор-

динаты точки экстремума 0
4X :  
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Некоторые расчётные результаты, полученные при нагреве цилиндрических слитков из 
алюминиевых сплавов Д16 (АА2024) в ИНУ двухсекционного исполнения при Т=215С, 
приведены на рисунке 2. 

Заключение 
Предлагается технология построения программной стратегии принятия решений приме-

нительно к широкому кругу задач оптимального проектирования сложноструктурированных 
систем с распределёнными параметрами, трактуемых как комплексная проблема поиска про-
ектных решений и последующих режимов функционирования объекта, которые обеспечива-
ют в совокупности достижение экстремальных значений совместного критерия качества. 

Развиваемая в статье методология базируется на предварительных процедурах парамет-
ризации УВ, операции точной редукции исходной задачи к специальным задачам математи-
ческого программирования и конструктивных способах их последующего решения с исполь-
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зованием альтернансных свойств искомых экстремалей и фундаментальных закономерно-
стей конкретной ПрО. 

 

 
а 

 
б 

 

 
в  

г 
Рисунок 2 – Заданное (1) и полученное (2) температурные распределения по объёму заготовки 

в процессе нагрева в ИНУ (а), отклонение полученного температурного распределения 
от заданного по объему (в), радиусу (г) и длине (б) заготовки для 

СI 06* : 31841
1 .)(   c; ;/. 36

max1 108812 мВтuV   ;/. 36
max2 104244 мВтuV  67500

e1 .x ; 85300
2 .ex
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Abstract 
This article describes the statements and suggests constructive technology for solving the wide class of problems of 
joint optimization of design and operating modes for complex structured, dimensionless, not well-determined systems 
with distributed parameters (SDP). The optimization problems are formulated with respect to complex efficiency crite-
ria.  SDP are described with operator equations of the general form with the appropriate initial and boundary conditions. 
As a basic problem, the deterministic problem of optimal design is considered to find program control of operational 
modes for distributed system with well-determined object characteristics. Suggested method for the problem solution is 
extended to the optimization problems for design solutions under conditions of a priori known external inputs on the 
object. The method is also applied to the complex problem of the joint optimization and to the typical cases of optimal 
design of the distributed system under conditions of interval uncertainty of the system’s parametric characteristics and 
external disturbances. Developed approach uses: the procedure of subsequent parameterization of problems' solutions 
that is based on well-known analytical conditions of optimality; precise reduction to the special problems of mathemati-
cal programming; alternance properties of extremum solutions that are similar to well-known results of theory of non-
linear Chebyshev's approximations; and fundamental regularities of the subject domain. The given example of an appli-
cation of the received results to the optimal design problem solution for industrial object of the technological thermal 
physics is of a special interest. The formulation of the problem of distributed parameters system design as a complex 
problem of joint determination of the vector space-time control actions is new. The approach for development of pro-
gram strategies of the decision making that can be extended to the considered problems class is also new. 

Key words: distributed parameters system, optimal design, semi-infinite optimization, alternance method. 
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