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��������  
�������	
���� ��������� ���
���� �
�� ��������	���� ������� 	���������� �������	���� ����-
���������� �������
���	� �� ����������� ������	�� ������������ �����
���� �������� �������
������ ����� ��
������ 	� ����	�� ����� ���
��� � ����� ��������� �������!"��� �����	��� ��
�����	��� ��������� �� ����� ���� ��������� ���������� ��
�	��� ���	�
�!"��� ����	����
��������-��	������ �����	����������������������������������#�$�����
���	������%����
������	������������	��������������
���-
�������� �������������
�����������������������
������� ���������	����� �������
���	#� &������� ����
�� ����
���� �
�� �������	
����� ����
�����
���	������������������������������������	�������������� 	
!��!"�������������!�
����	��� ��������� ���
������ �����
�	� ����������� �� ����� ������������ �������!"���
�����	��� ���������� �����	�!"��� ����������� ��������� ����	� �������	
�����
�������������� ��	��������� '������(� �� �������	� �����������#� &�����
���� ����������
��
�	��� %���� ����	. )���������� ��"��� ������������� ��������� ��
���� �������
���	� � 
�������������� ��� �* ����	� ����
�� ����
���� ��
���� �������
���	. +� ������� ����
��������
������������	�����������������-��	������������������������
�������������"���	�����������
�	����������	
��������
�����	����������������������������	
������������������������� � 
�������	� ������������ '����� ��������������� ���
���(�� �� ����� ����
�� �������
���	�. 
���������
������������������������������	��������,���������� ������ ��������	�����������*��
���,��������� �������	�� ������
������ ���	�
�!"��� 		������ ��	��� �������� �
�� ������������
������
�������������������,��������� �������������#�)��,��������������������������������
�
�������� ������	���� ���	�
�!"��� �������� ��������� ������ ��	��� ���������� �����
�������	
���������������������	�����������������������������
�	��# 

�������� 	�
��� 
�����	���� �������
���� ��	�	��� ��
�� ��!�"����� ��"��������� !�	��
���
!�	��	���� #	�	�����	����
	����������#�
��	���$����%��#	�	��	���	��"�������	��%������� �
��	�	��� ��
& 

�����
������ '��()
� �&*& -������������ ����	�� ���
���� �
�� ��������	���� �������
	���������� �������	���� �������������� �������
���	� .� /#$#� 0
�"*	�� +#/#� -������� ..�
&���
�������������	����#�– 2018. – -#�1��23'31(#�– $#219-239. – DOI: 10.18287/2223-9537-2018-8-
2-219-239. 

�!"#"��" 
+ �������������� 
���������� �������
���	� ������ 	� ������� �������
���	� ��
���
��

���	����� �������	���# ���	���� ���	�
������� '	���������(� �������	���� �������
���	�
������� �	
������ ������ ��� 	�����,��� ������ 	� �������������� ���
���	����� [1]. 
���	�
������������
���	���������������������
�����
�����������
���	���	���
�������
	 ����� �����
����� �������, �
�� ������� ����	��
�	� ��	��������� �� ����� ���� ��
� �
� 
�������������� ��	�������� ������ ����� ��������� �������
���	�� '	�	��(�� ��� ����
������� '
�������� ��"��������( [2]. &����� 	 �������������� �������� �	�������� ��
������������ �������
���	� ������� 	�����!�� ���� �������
���	� ��� �������� 	� ��
�� ���
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�����������, �� ���� ����������� �����*������ %���� ��������. &��������� [3,4]�� ���� 	 
������������� 
��������� ��"���	��� ��	��� �������� �,���#�&,����	��������
���	���
������ ����	������ �������������� ��� ����������� ��
����� 	������, �� ��� �����	
���� �� 
���
��!��� �����
�� �����, � �
���	�
� ��# 

+ 1994 �. ��
 ����
��	�� QED-�������� [54������������	����	��	��������	��	����� 
����������� ��
� – ����������� ������� ����������� '�	����������(� 	���������	������
����������� 	� ���� ���
�� �����
������ �������������� �������
���	�� �� ���	���� ���
���	�
������# 

5�� �������,���� ����� ��������	��� �����	
������ ����
���	����� ����!����	� �
��
��,���������������������������	�
��������������	�����������
���	��	
����������������
��������	���� ������ ������$�� ���������� ��	�	��� ��
 '$��6(� ������# &���
����	�!������"����� 		��� �����
���	���������
������������
���	������������	�!������
���	�
������� '789:;<�� =>?� @ABBC>A�� D@ABC>A�� EF:3�� Mizar, Lean, Matita, ProofPeer, Agda, 
Nuprl, Epigram �� ��#( [6–8]. +� �����	�� �����
����� �������� 	� ����� $��6 �������
����
������� 
���� ���� 
���� ��������	� ���	���� �������� 
��� ���� ����	������ ���
��������� 	�������� 
����� ��������	� 	��,��� ������	� �
�� ������� ����	� '�������
��������	������ �-�����
����( �� ���	������ ��"���������� ����������� ���������������
��������-�������	���������	��������������	���������[6,7]. 

$
����	���� ������������� ������
�����	������ 
���, �� ������ �������, �� ��
�,���
�����*������ ��������� ������������� ������	��� ���
���!"���� ����������� �������
���	� 	�
������ ������ ����� 
���� �
�� ���������� ��"���	�!"���� ������	�� � ������� 
����, ��
������� ��������� �	�
���� ���������� 
����-����	������� ������������ ���
���� �
��
���������$��6�'@GH��Twelf, Coq, HOL Light, Isabelle/HOL��:FI��JKLMN/O�����#(�P1,6,7,9]. 
+� ����� ���
����� ����
���!���� �������� �
�� �����
������� �������������� ������� ��
������	�����������'�����
����(#�+������	���������������	 �����������
���!���������
�����������	������ ����	������ ��� ��������
���-��������	���� ����������� 
���� ���
��������� 	�������� ������� ��������	������ �-�����
���� �� ���	����� ��������������
��
��������� ��������� ��	������� ����	� �� ����������������� ����
���#� ���� %���� �
��
������������	�
��������������������������������
��������������������������# 

6��������	�� ������������� $��6 �	
����� ���� ���� �
� ����
�������� 	� ��� 
�����
����� ������� ����	��
�	� ��	�������� �� ����� ���� ����������� ���������������
��	��������� �
������ ��� 	����������� ����������� ���� �������
���	�# Q������ ���
��	��������� $��6 ����,��� �������
��� �
� 	��������� �������
���	� �
������
�������������������� [1]. 

&����� ��"���	�!"�� $��6 ��� ���� ���� ����	�!���� ��	�������	������ ��
�,��-
��	�� ���������	 	��� ���
���	�����# R�������	����
�����
��	������	�3SST��#���������-
������� ��������� P104�� 	� ������� ����� �� ����	�����
���� ��
�� ���������� ����������� ���
���������	�
������������	���������,��,���������������������
��	�����������
�����
����
��"���	�����������	�������	 �����������������
��# -����������	�
������������������	-
��� ���������������
���������
: �����
���	���������������� ��	��,�����������������
���
���!# U���������%��������������
!��������� ����	��� ��������	�� �,�����������
�-
��	���!�$��6 ��������	��������� 	 ��������
���!��� �����
���� 
�������� �������, ��V

*�� ��� �������	
����� ���������	�� 	���
��!"��� ���!� ������. N����
������� ������-
�������� ������� �� ��� �������
���	 ����*��� �
�� ���������	� �
������ ���������; ��-
�����������"���	������������	���������������������	�!"����������! ��������������
����"���	�� ������ ���
�� ������ �� �������
���	��� [1]. R���� ������� ���������	��� ���
������
����	������������������
��������
���!"�������������������
������������������
�������
���	� �����������	� �����������
������������������	 ���#�# 
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+���
������� [11–13] �
��	����������������������� �������
���	 ��
� 	��������
����� ����
������� �����
����� ����
��� 
���"��� 	� ����	�� $��6�� � ��������������
������#� +� ������"��� ������� �����	������ ��
�����	���� ��������
�� �
� �������	
�����
�����
����� 
��������� �������� ����
�������� � �������������� ������� '�	�������� ��
���������	�������������	�����������
���	(, ��������������
���	�����%������������
��
�
�� ��������� ����� �����
����� ������#� ����
�������� ��������
�� ���������	��� ���
���������� �� ���
�����!� ��� �* ����	�� ������������ ���
���� �
�� ������� 	����������
�������	�������������������������
���	# 

1 	���"$��  �%�&�'(� 
0�� ��	������� �������������� ���
��� �� �������� �������������� ������������ ���

��
��� ��� �	
�!���� ������	�������� �	��� ������������ ��� �� �����
��!�� ���	�	������ ���
����� ���	����� ���������#� ��%����� ���� ������ 	����������� ���������� ���!�
������	����!������
���!��������� �����!���������
�������
������	�����	��$��6��� 
W�������X� �� ����� ��������������� ���
���� ��� �����!� ��� ��
�� ��� ����	�������
���������� �� �
����� ���"���	����� �
�� ��
�,����	�� ���������	# -��� ��� ������� 	�� 	����
��	������� �	������ $��6� ����
���!���� ����� �� ������	������ ����������� �
��
�������	
����� �������������� ��	��������� �� ��� �������
���	�� �� ����� ������	������
�������	�� ���	�
� ������������� ���� ��������� ��	����������� ��� ���������� ���� 	��������
����	����	�!"�������������	�����������������������# 

Y����� ������ 	����������� ����
������ �����
���� 
�������� ������� �
�������������� ������, ���� ��
���� ���� ���,��������#� ���� %���� 	����������� ���
���,������ ��
���� ������ ��� ��
��� ������������ $��6�� ��� ������� 	���� ��
���	���
��
������������– �
�����������������������"���	�# 

&����� ��� �������	� ������������ ����� 	����������� �	
������ ��������� �
�� ���� ���-
������������
����'�����������
����������������(������������	�
�
����������	�������-

������$��6��	�����	���������������
���������� �����
���� �������, ����
������� �
��������������������������������	
�
��������	����� �	�+������ %�����������# 

)��,��������� �� ������������ ��
���� ���� �
���!"��� ���������� �����
���� 
������: ���� ������	
������ �	���	��"����� ��	��%�� ��� ������� �����	�!���� ������, 
���������
����� ������
���� ���#�#�������$���
������	����
	����������#�
��	���$����%, 
���������� ���������� ���� ���������� �������
���	� ������. 6
�� %����� ��������
������������ ��
���� ����� �������	
���� �	���� �� ���� ������	
����� ����	����
	�����
�����#�
��	���$����% �������
������������,�������# 

&�������� ���� ������� ����� %	�	�
������ 
���������� ����� 	��,��� ������	 �� ���
��������	�!�������������������, ������������������������ ��������������� ���
����� 
���������: ��������	��� ���������, ����������R�
���-+��������#�# 

6
�� ������������ ���,���������� �����
���� ������� ��� �� ���������� ����
��������
������� ����	������ �� ��������-��	������� ����������� � ����
�����. )��,����������
������������ ��� ��*�� ������ ��� ��������-��	������� ��������� ������������ ��������� 
����	� �������	
����� �������������� ������� �� �����
���	������ �������	� ������������
���!�� 	� $��6� �	���� ��
�����	���� �������	
����, �����������	����� 	� ����	����	��� � 
��������
�!. J
�������� %������ 	�-���	���� �������� ������������ ���!�� 	� $��6� �	����
��
�����	�����������	
����������
���	���
�������
���	���
���������������������������	���
�������������������������������; 	�-	���������
���	���
�����!��	���������� 	
!�����
	� ���������� ����� �������	
����� �������������� ������� ��	�� ���	�
�� 
����
����������	������"���	�!"��# R��������������� �  ��������� ��
�	���. 
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Z�������� ���� ���� ���������� �
�� ���������	� ���� �������	� ������������ ��� ����	��-
��	������ ���,���������� �����
����� ����*���� �������� 	������� ���!"����� �������� ��
�
����	�������������������������������	���������������������������#�&��	�����������
��
����� �����
����� 
��������� �������� ����	��
�	����� ������� �������� ��� ��������������
'��
��� ������ ���� ����	������ ������������� � %���� �����
����� �������(#� &����� %���
����
���������������������	����������
�����������������������
���������������������
�	
������ ���
���	����� �� 	���������� ����
�������� ������������ �������	� ������������
��� ��������#� +� ����
������ ���
���� ������ ������������������ ��	��������� ������ �����
	���
���
�����������������
�����
����������	����
�����������!"����������
���	���

���� �� ��	�����#� -��� ������� �������
���	��� 	� ������� ����
���!���� ��	����� �
��
������������ ������������������ ��	���������� ��� ������ ���������� 	������#�
&�"������������������������
����������
���������������	�������	����������# 

$����� ���	�"��� �������!�������	�������
����������
�����
��������������������-
�
�������� � �������������� ������, – ��
�����	���� ��������
��� � ����� ����
���-
	���! %��� ��������
� ���	 �����	�����
��	�+������ �����
���������������������������
�������
������	�����	�����
������$��6�������	������������
���	���������
���# 

0�� �� 	����� �����
���-
��������� ����
��� �����	������ �����
����� ������� ��
����
������
���������
���� �����
���������	
�������������������������� – �������������-

��������������
�����������������������������	��������; �������
������	����������
�-
����������������	�
�������
�����������
���	��� ���
���	�������� %���������. &�����
�-
���� �����
����� 	
!����� 	� ����� ������
����� ������	� �������
���	�� ��������������
��	��������; �������	� ������������� ���������� ��������� 	� ��������� ���������	�����
�������
���	� �������� � �����
����� ���� �
� �� �������	
����; ����
� ����
���� 
�������
���	 – ��������� �
�� �������	
����� ��
���� �������
���	# &�����
�����
�����
������ ����� 	
!����� ������
����� ��� ����
����� – ����������� ���������� ��
���������� ��
�	������ ������	����������������������������# /�������������������
����� ������ ����� ������ �������!"��� �����	��� ����������; ���������� ��
�	��� – ���
������
����� ����� �����
� ���� %
�������� %���� �����	��� ���������# ����
��� 	�
���������� �����
���	�� ���
������ ��	��������� � �������	 ������������ ������������
������	�!����	������	���	���������������������������������
���������	�	��������
�
���� �	
����� �����	��� ��������. $�����	��� �������� �����	���� ���������� �����
�	
����� �������!"�� �����	�� ���������, ����
��!"�� ����	����	�!"�! �����	�!�
���������� ������������� %
��������� ���������� ���������# +����� ���������� ���� ���
�������,���� ����� ��� ������� ������� ����*���� ������� ������������� ��������� 	�
��	�������������������������������	������������������������
����������������������
������������ %	�	�
�������� '������������(�����������������[���	 [14]. 

2 �)"#*�!�
�$)"#"&"�� 
+�),�&-�./
*�*�", 
6�
�����	���� ��������
�� �
�� ������������ �����
����� ������� �������� ��� �����

����������������!"��������	���������������������������������������
�	����������
����������������!"��������	�����������# 

2.1 ���� ���	
��� �����
���� �
����� �
��
��� 
+ �������� [15,16] ������� �������	�� �	����� �	�����	��	�� ����
� �������������� 

������#� +� ����	����	��� �� %���� ����
�!� ���
���!���� �	�� ����� �������	� ��� ���	�!�
�����������������	
�������������������� �����������������	
�!"����������������!��
�� ��������� �������	
�!"��� ���������!. 6
�� %���� ����
�� ����
������ ���� '�������( 
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�������	
����� ��!�	��
� ���	������	��� �� ������	���. -���� ������
���� ����	����	�� 
������ %����� ���������� �� ����
�! ����������� �������	� ����������� ��� ���������
���������������� �������!"���� %��� ����	����	��# 5���������� ������� �������������� 
��������	������������ ��������������������� ������	������������������������������
�������	���������	�����������# 

-���� ��������� ��������� �����	�!"��� ����������� �������� ����	� �������	
�����
���
������ 	���	� ������� �� �������� ������ ���������	������ �� �������!"��� !�	��
���
!�	��	���#� \��������� ��������� �������	�� ������������ ����	��� �������������
��������� �������	� �� 	���������� ���
���� �� ��
���� '�������	� ����������(#� $����
�������������������
������!��������������	
�����– 	�	���������������
���!"��� ������
��� �	����	���� '�������	��� �������	
����� ���������� ��
��� ���	���� ��!�	����
!�	��	���) [17]. &�
�������������	�������� ����������������������������
����
���!�
������� 	��,��������������!"�!�������������	�
�����������# 

2.2 ��������	
����������	������	����� 
0��������� ��
�	���� ���	�������� ��� ��������� ������������ �����	�!���� ��� �����


����-�������������� �����
�� ������� ����!���� ���� ���� �����	��� ������������ ���
������� %��� �������� ����������� �������!���# 0���������� ��
�	��� ������ ���	����� ��
�������	
����������	�������!������
�# 0������������������	����"���	������
����	����� 
��������� 	�������, ������ ����� � ��
���� �* 	��������� ��������� ����*���� ������, 
�������������������	
�������������	� 	��,���������������������. 

+���
�!�����
���!"������� �����
: ��	����	� ������	����	� �����	; ��������������
����,����� ��� ���
�	��� �������; ��������-�������	������ ����,����� ��� �������; 
�����
�� �� ������������
������ �	�����; 	�������� �����
�; �������� ]�����%�
�����^�� ����
���!"��� ����,����� ���� ��������� �������	
�!"���� 	��,���� ��������
����������# 

+���
�!���� �
���!"��� ���� �����	: ������� �������	
�!"��� ����� 	� ��������
��������������; ������� �������	
�!"�� �������������� 	��������; �����-	���������
���������; ������� �������	
�!"�� �������� ���� �������	���; ��
�	���� ������
����
���!"��� ���	��	
*����� ��
�	���� ��������; ������ �������	
�!"�� ���������!�
�����	��� �
�� �	������� �������; ������ ���������� �������� �	
������ ����� 	��,����
������������������; ��������������	
�!"���������������
����������	# 

2.3 ��������	
���������
��������	�������
��
��� 
_��� ��������� �������!"��� �����	��� �������� ���
���	��� �� ������ ���������

�������!"��� �����	��� �������� � ���	�
���� �����������	���� ���������� 	� )J5N1 
��������� ��������� ����	���� ��������� 	���� ��������� ��
�	���� �� ����� �������	�
��
���������	����������	������
������� ��������������# 

-����	�� ��������� �������	
��������������������������	����	
��. 0���������	�
��
�������� ��� ��
�%� �� ��	
�%� "	���. O�	��� ������ ���	�
�� �������	
���� ������ ���
�� ���
����	����	�!"�!� 	��,���� �������� ����������� �����������!"���� �����������
��������� ���������� ����. ���	��� ������ – ���
���	���
������� %
������	�� ������ ���
�����������������������������
���!"��������*������	: %
�������������������������; 
%
������ ���������	����; ���
� ��� ����	����	�!"�!� 	��,���� �������� ���������; 
%
������ ���	�
�!"�� �����������	����������������
�	��. 
                                                           
1 ����- �	�+�����	��,-��-�	���
	�����	 (���
# Extended Backus–Naur Form) — �����
�������������������
�����
�����������	��������������������������������������
���	���
����������
�!����������������#�.���&����& 
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���	
�	���	$	�	������������������(�
�
��������������&&&�

&�������� ���� 	� �����	��� ���������� ����������� �����	���� 
�,�� ��� ���	�
��� 	���
������� ��
���� ����� ����������
*�� ��� ���	����!� �� ��� 	����� 	� �����	��� ���������, 
������� ���� �������	
���#� +� ����	���� %��� �������� ���� ���	�
�� 	� ���	�!� ������ �������
��
����	�������%
��������������������������, %
����������������	���� � %
��������
���	�
�!"��������������	����������������
�	��. 

3 ��#"&-
����&�0��
%�1.
,��",���'"*(�/
1����2 
$� ��
�!� ����������	������ ��������� � ����
����� �������������� ������� 		������ 

����
�� ����
���� �
�� �������	
����� ���� �������������� �������� �����������!"�� 
����	�! �������� ���
�����������
�	����������. 

0������ �����
� ���������� ������ �	�* ���	����� � ����� ��������� �
���!"���
�������	� ��������	��������
���������	�
�!"���		��������	������������
��������������
������
������ ��������� �� ����� ����	���� ��������� %���� �������	`� �������	�� �����`�
�������	�����������
����������������������������������������	���
����	��`��������	��
�����	��������������
�	 (��#������� 1). 

 

 
)����� 1 – $�������������������������
�	���������� 
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Z����� �� ��
��� ������� �������� 	��,��� �� ���, �������*����� �� ������� �������	 
�������� � �������	 ����������, ��	������� �� ���������� ����
�������� 	� Pa5,16], ����
������������������*���������# 

4 �1.(
$)"#*��!&"�� 
,��",���'"*(�/
1����2 

4.1 ��������
����	�
��������
���
����	�������������� 
5�� ������ 2 ���������� ��������� �������!"��� �����	��� ����������� �����	�!"���

��	��������	�����	�	 ���� ������������	
���������������������	��������#�0������
�	���	��"����� ��
��$������ /������$����0 �������	
������ 	��,���� �����	���
���������� ].�����$����^� �� ������ 	��  (v1: t1) 1� (vn: tn) f#� Z����� f – ��������������
�����
����������"���	�������������������������������v1��b��vn����(vi: ti) (i = S��b��n) – 
�������������������������������vi, ti – ����������������������������� ���������	
������
�������	�� '��
����� 	��������� ��������� ����������� vi(#� Q������������� ��	���������
����
������ ������� ��������������� ���
��� � ]�
�� 
!���� ��������� v1 ��� t1�� b�� vn ��� tn 
����	��
�	�������
��f^# 

+���
�!�����
���!"��������������: ��	����	��������	����	�������	; ��������������
����,���� ���� ���
�	���� �������; ��������-�������	������ ����,���� ���� �������; 
�����
�� �� ������������
������ �	�����; 	�������� �����
�� (�� ��������� ��
��������������
�������	����������������������������); ���
��������������. 

+���
�!���� �
���!"��� ����� �����
: �������������� �����; ���
������ 	����
�����	�
�	�� �� ����� �������	�� ������� ���� ������!�; 	�������� ������ (�� ��������� ��
������������ ��
������� 	��������� ��������� ����������); �����-�������� ����
�������	���������������������������������������	�������������	; ��������	��������
���������������; ��
�	��������������
���!"����������������������������
��� �]��
��
f1�����t1��b���
��fn�����tn^# 

&���
����� ����� ����� �������	
����� �������������� ��	�������� ���������
�
����	�����	�
���. &�� ������	�!��� �����������������������������
�	�������������
���	���������
�������������
�������������. 

0������������
�	���������������������������# 
� 6
�������������
���!"����	��������������������	���
������
��������
����
�����V

������	���������������������"���	����������
�!"���	���������%�������������� 	�
�������%���������
��������
��%����	������������������. 

� 6
���������������
�!"����	������������������� 	������������
��������
�����V
������	������������������ ��"���	��������
���!"���	���������%���������������	�
��
��%���������
��������
����
��%����	������������������# 

� -����� �������	
�!"��� ��������
����� 	������������������ ������
������ ������������
�������������������	���������%������ ����������������# 
0������������
�	����������	����	������
�������
��������������������������	# 

M�
��	����	���������	�	 ������	����(t1��1��tm)����  
� ��
��� ������������� ���	��������� �����
����������������������������� ]��������2

���» ��
��������������������
�����	����� � �(v1 : tt1) 1�(vm : ttm) f, ����f – �����
�����V
�����"���	�������������������������������v1��b��vm, m � 1; 

� ��
������ �������������	�������* �����������
����������	���� : tt1� …� ttm � ���$�2
��
����!�"����� ��	"���%, ��
��m � 1�� 
����� : tt1 � ���$���
����!�"����� ��	"���%, 
��
��m = 1. 

M�
��	����	���������� ������	����(t1��1��tm)����  
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� ��
��� ������������� ���	��������� �����
����������������������������� «��������2
���» ��
��������������������
�����	����� � �(v1 : tt1) … (vm : ttm) t, ��� t – �����������V
��"�� 	�������������������������������v1��b��vm, m � 1; 

� ��
������ �������������	�������* �����������
����������	���� : tt1� …� ttm � tt����
��m 
� 1��
����� : tt1 � tt, ��
��m = 1. 
 

 
)����� 2 – N��������������������������������	�!"�����������������������������������	
����� 

����������������	�������� 

-����	�������������������	�!"����
��������	�����	�	 ���� ������������	
�����
�������������� ��	���������� ����*���� ��� ����� ��������� �������!"��� �����	���
��������������������85 ���	�
# 

4.2 ���
������
	�����������
����	�
��������
���
����	�������������� 
�	�+������ ����� �������	
����� �������������� ��	��������� ��������	������

����	
��������	���	���	 �����	��������
. &�����������	 ����	
�������	�������������	�
������� ���������� ����, ��������� ������������ ���������� %���� ��	��� �����������
����	
���� ������ ���	�
� 	� �����	�!� ���������� ������ �� ������ 	��������� ���������
�	������������	��������������������������
�	��# 
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5 ��1�
,��",���'"*(�/
1����2 
J���� �������������� ������� ������������ 	� ����	����	��� �� ����
�!� �*� ����
����# 

���	��*�� ������� ������
����� �������	�� 	����"��� 	� �����	� �������������� �������
�����
� «/��������^#� 6������ �����
� 	������ 	 ���
 ����� �������������� ������#�
&�����
���� ��������� 	� ��������� ���������� ����� �������	
����� ��������������
��	��������. 
� ���$���
���	���	� ����"���� = I[1, 	). 
� ���$���
������$���� ����
�(���
������"���� = {(x: R) x > 0}. 
� ���$���
�������	��� ����
�(���
������"���� = {(x: R) x < 0}. 

���	��*� ������� �������������� ��	��������, 	����"��� 	� �����	� ��������������
������� �����
� «/��������^# R�� �������� 
���� ��������� ���!"��� �������
���	�� 	�
������������
�����������
������������. 
� $	����	����������	���������������  (x: R) (y: R) x * y = y * x. 
� ���	�
��	��������"�����������
���������  (x: R) (y: R) (z: R) x * y + z * y = (x + z) * y. 
� ���	�
�����	����������"�������������
!�������� ���
�   

(x: R) (y: R \ {0}) (z: R) x / y + z = (x + y * z) / y. 
� -����������������
���	�����������������������
����������   

(n: I[0, 	)) (
(i: I[0, n]) i) = n * (n + 1) / 2. 
��	������� ����������������������������������	�����	
�������	�����������������

�������– ������
����������������������
����'��������� �
����	��(�	���"���	�!"���	������
�����
�� ���������; �� ����� 	� ��������� ��	��� �����
�	/��������
�	� ���������� ��
����
�������� ����	����	�!"��� �����������������������# 

6 �"��#.
#�(�1��"&-*�! 
U����
������ 	� ������ �������� ��������� �������
���	��� 	
!����� �������

�������
���	�� ����%�� ����	������ ��� ��*� ���	�
��# ����� ���������� ����� ���	�
 
������
��������������  �����	
����
�����
��$�����. 

4��  �������	
���� ������ ����: �	���	��"����� ��
��$����� ��� 	�������� ��������
������ ��������$���% – �������	�� �������������� ��	���������� ��� ����	��
�	�����
��������
����������	��
�	���������������	��������. 

���� ���	
����
�� ��
��$������ ������ ��������� ������������!� ��������
������
����� �������/
����� '�� ����� �
����	�� ��� ��*(�� �
�� ������� ���� ����������
�������
���	��� 
��� �����#� �	���$����� (��#� ��
��� – �����
� T)#� &�����
����� �� �������
�����!�������	�
������	���
�����
�,������������
�������������������������"���	�# 

6�
������,�����������	�
��	�	���������
����# 
������
 �
������� 	����!"����#�� (�	��	�����
$
���
��) ���	�
��� �	��������V

����
���	� ��
�, �	���	��"���� ��
��$����� ������������ ����� ���
����� f1 c�b�c 
fk � f, ����������������$���% �����p1��b� pn (n � 0), ��������
���	� ��
����	���	��"�2
��� ��
��$����� ����������� ��
!����� %�������
����� – f�� ������� ��������$���% 
�����p1��b� pn, f1, b�, fk. 

������
 	
"
	�������� %matching). M�
��� - ����	��
�	��� ��	�������� �� ��"���	����
��������	�  	������������������	����"���	������������������
����������������%�������V
�����	���� ��	����������	���	��"�������
��$������ f �����	��������
���
�������V
�������%	�	�
������ f, ��� f ����	��
�	�� 'f ������������	��� �). *�������������$���% 
��
��	�%�����
������	
������������. $��������������������������	
������������	
����������
���������	
������	�����������������Pa8]. 
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��������������&&&�

������

�������� (Modus ponens)������
������� �
� ����������������, ��������2
��� ������������������$�������
�, �
���
� 
�
��	. 

����������� ����. M�
������������������� ��
�����������������$���% ������������
p1, …, pn, (n � 0)�����	���	��"���� ��
��$����� f ������������������	
��� ����
!������ 
����	��
�	��� ��	�������������!"����	����1 5�1�5��m � �, �� – �����
�����"��������V
����� f �� �, ��� %��� �������
���	�� �	������� � �������
���	� ��
���� �	���	��"���� 
��
��$����� f1, …, fm ������ �	
�!��� ����	����	���� ����
�������������������������V
��	�� ���	����������	���
�	���%�������
������ f1 = �1, …, fm = �m����������������2
��$���% ��������
�������p1, …, pn. 

����������� ��������$����. M�
�� ���������� ������� ��
��� �	���	��"���� ��
��2
$����� ����������� f������������������$���% ���� p1, …, pi, …, pn (n � 1), ��������
���V
���� pi ������ ����� �������	
��� � ���	�� �����!� ��	����
�������� ����	��
�	��� ��	��V
�����������!"����	�� �1 6�1�6��m � � (�1 � 1�� �m � �), (m � 2), �  – �����
�����"���
����������pi ���, ���%����������
���	���	���������������
���	� m ��
��, �������� �	2
���	��"�������
��$����� ���� f��������� ��������$���% ���� p1, …, pp1, …, pn, ����pp1 
�	
����������
������ �������������������	��  �1; …; p1, …, ppm, …, pn������ppm �	
������
����
������ �������������������	��  �m. 

��
��, �������	
�!"�� ���������
���	���
������ +	!�
 
�
��	. 7	!�
�
��	 ��������	�
�
���!"��. ������ �������������� ��	��������� fi (i = 1, …, m) �	
����� ��������� 
����
������
������� 
���� ���������� ��������.
������ '�
� �* ��������� �
����	���(�� 
����
��	���������� ��� ������ ������
������� �����	������ ��
��� 
��� ����
������� ������� ���
�������"���,���	�	�	���# -�������
� ��	���������f1 5�1�5�fm ������������������	
��� ��
��
�	��� ����	��
�	��� ��	�������������!"����	����1 5�1�5��m � ����  – �����
�����V
"�������������f1 5�1�5�fm ���1 5�1�5��m, �� 	���� ��	���������f, �	
�!"���������
���V
�����������������������	��  � (����� �	��+	!	�
�
��	). 

L�
�� ���������� ���������, ��
� ����
������� ���
������ ,��� 	�	��� �	
������
��	���������� ��	����!"��� �� �	���	��"����� ��
��$������ ��
�, �
�� ������������
%	�	�
����������# 

+ �
��������������������� � 	�
�
��� 	������������������ Modus ponens �����������
����"��������
��������������
�����������������	����
������!# 

7 ��),�&�1�!���."
*$�*�%.
)�**34#"��2 
$������ ������������������������
���!��� 	�������� �������
���	�, ��
���������
	 

�	��	: 
� ������������������������
�������	��
����� 
���"���	�����	��
��������������������` 
� ���������������������������������������	���������������������������������	���V

�����������������	��������# 
R��� �������� ������������ �������	
���� �	�� ������������
������ �����
���, 

�	
�!"������ ��	��
������� �� ������������������� ��	���������� ����	����	����. 
Q���������������� ��	�������� �����!���� ���	�
������� ��
�� ��� �����	��������
������	
���� ��� ����	�� �������	����� �
�� ��	�������
������ '	� ����
������ ���
�,�����
������ �
������ ��������������� ����"���	�(� �������# -���� ��������� �������
���	��
���������� ���	�
������ ��
�� ����������� ����	��
�	����� 	���� ����
�������� 	� ����
��������������������	��������. 
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6�
��� �����	�!���� ���� �������	
����� ������������
����� ��	��
����, ����
�������	
�������������������������	��������, ������ ���������������������	����"���	�
���������������
���	�������������	���������������������������,����������
�����. 

7.1 ��������	�
������������� ���
�!�����
�������� 
�������!"��� �����	��� ����������� �����	�!"��� ��	�������� 	�����	�	 �����

�������	
����� ������������
����� ��	��
������ ���������� ��� ������ 3. 0������
�����������	� �	�� �	
����!�� �������	
������ 	��,����� �����	��� ����������
«8	
����!��^� �� ������ 	��  v1 1� vn pf�� ���� pf – ������������
����� �����
��� �������"���
	��������� ������������
����� ����������� v1�� b� vn, �� vi (i = 1�� 1�� n) – ���������
������������
���� �����������vi, n � 1. Z���������������������
����������������������
�������������
�����������������– �����	 �
����$ . 

 

 
)����� 3 – &����������������������	�!"�����������������������������������	
����� 

������������
�������	��
���� 

6
�� ����� �������	
����� ������������
����� ��	��
����� �����
���!���� �
���!"���
�
����	�����	�
��� ���������������
���������������# 
� 6
�� ������� ����
���!"���� 	��������� ����������� 	 ������������
���! �����
� 

��"���	��� ������
�!"���	���������%�������������� 	��������%���������
�# 
� 5��������� �
�� ������� ������
�!"���� 	�������� ���������� 	� ������� �����
� 

��"���	��������
���!"���	���������%���������������	�%�� �����
�. 
N���������������!"��������	�������������������	�!"����
��������	�����	�	 

����� �������	
����� ������������
����� ��	��
������ ���������� '	� 	���� ��������
����������(�����������4#�+������������������������8 ���	�
# 
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)����� 4 – N���������������������������������������!"��������������� 

�����	�!"�!�������������������������������	
�����������������
�������	��
���� 

7.2 ��������	�
����������
�
���
����	�������������� 
+� ������� �����
�� �����	�!��� ���� ���� �������	
����� ������������������

��	����������������������������,������# 

7.2.1 �������	
��������������������������
������������ 
�������!"��� �����	��� ����������� �����	�!"��� ��	�������� 	�����	�	 ���� 

����� �������	
����� ������������������ ��	��������� '���	���	(�� ���������� ���
������ 5. 

0������ ���	�	���	��"����� ��
��$������ /������$����0 �������	
������ 	��,�����
�����	�������������]9��	�	���	��"���� ������$����^���������	�� �(v1: t1) 1�(vn: tn) t1 
1� tk f1 1� fs i1 1� ip r1 1� rq f. Z����� f – �������������� �����
��� �������"��� 	���������
����������������������v1��1��vn���������	��������������������������������� t1��b�� tk 
�����t��������������������������f1��b��fs �����f��������������������������i1��b��ip �����
i �� ������������� ����������� r1�� b�� rq ����� r#� ��� %��� (vi: ti) (i = 1�� b�� n) – ���������
����������� ����������� vi, ti – �������������� ������ ���������� �������� �	
������
�������	�� '��
����� 	��������� ��������� ����������� ����������� vi); t1 1� tk – ���������
������������� ���������� ���� t (k � 0(�� ����������� ������� �	
�!���� �����` f1 1� fs – 
��������� ������������� ���������� ���� f (s � S(�� ����������� ������� �	
�!����
�����
�`�i1 1�ip – ������������������������������������� i (p � S(��������������������
�	
�!������
����
��������������`�r1 1�rq – �������������������������������� ���� r 
(q � 0(���������������������	
�!����	�"���	��������������` ��� k + s + p + q � 0. 

Q��������	
����������������������������������	
���������������������	���������
�� ��
�������� ���,�������� ��������� ]������	^� �� ]����^� %����� ����#� 0����������
]������	» ���,�������� ����� ����	
���� �	��� �
��������	 � ]����	��"��	�� ��������	��
���	� f^� �� ]����������
	��	�� ����	��"��	�� ��������	� ���	� f^#� 0���������� ]����^�
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���,������������������	
���� ���������
��������	 �]����	��"��	����������	�����	� i^��
]����	��"��	�� ��������	�� ���	� r^�� ]����	��"��	�� ��������	�� ���	� t^� ��
]����������
	��	������	��"��	����������	�����	�t». 
 

 
)����� 5 – &����������������������	�!"�����������������������������������	
����� 

��������������������	�������� 

Q���������	���������������������������������� ���	������������������������#�
&��� �	
������ ������� �
�� �����
��� 	� ��	��������� ��� �* ����#� Q���������� �������� ���
%
������	�������������������������������������������������
�������
��# Z���������
����� ������������� ����������� �	
������ ������������� ����������� ����	����	�!"���
����� ������������� ������������ ��� �������"��� �����
����� ���������#� 0�������
%
�����������������������	����	�����	��������
�������������, �������������	�������	�
���������������������������������������
����
������. R
������������������	���������
������	�����������	��������	��������������������	������������������������������
	� ����� �� ��� ��� ������������������ ��	��������� ����	����	�!�� ������� �� ����� ���
�����
������ ���������#� $���� %
������� ������������ �	
�!���� �����������
�����������#� Z��������� 	��������� ����������	������ ������������� ����������� 	�
������������������ ��	��������� �	
������ ��������� %���� ������������� ������������ 	�
�������	��������
����������������������������������# 

Q���������������� ��	�������� �����!���� ����	��
�	���� ���� 
!���� �����������
�����������������������'	��������
��������������	�����(�����������# 

6
� ���� ����� �������	
����� ������������������ ��	�������� �����
���!����
�
���!"����
����	�����	�
��� ��������������� ����������# 
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� +� ������ ������������������ ��	�������� ��
���� 	������� ����� �� ����� ���������V
��������������. 

� 6
�������������
���!"����	�������� ������������ �����������	�������
�������V

� �����������������������
������ ��"���	����������
�!"���	���������%��������V
������ 	��������%���������
������. 

� 6
���������������
�!"����	�������� ������������ ���������� 	��������������V
������������� ����
������ ��"���	���� ����
���!"��� 	��������� %���� ����������� 	�
������
�������
� %���������
������. 

� Q��������������������	���������������������������������������������������
����������	������ �������������	������	���������%����������������������������V
��������# 

� $�����������������������������	�������	���������������������	���������
������V
����������	�������
��������������	������'�������������������	����������
!����(# 

� M�
���������������������������	
����������������	����������������
����	�������	�
��������������������	�������������������	������# 

� Y��
��%
������	�������������	��	����	�����������������������������������	������
������������������������	���������������������	���������������������������*�����
����	����	�!"����������	���������������
���������������
�����������
���������V

�# 
-����	�� ����������������	�!"�� �
��������	�����	�	 �����������������	
�����

������������������ ��	���������� �������� ���	�
��� ������"����� � �������	
���! 	�
�����	���	����������������	������������������	�����������������������������. 

7.2.2 �������	�������������	
��������������������������
���
��������� 

&�����
����� ��������� �� ���������� ���� ������ �������	
����� ��������������
��	���������'�#�#��������	�:���	(��	
��������������������
�	�����
� ����������������-
���� ��	�����	� ���
!�����	�� ���� ���,������� ����� �������	
����� ��������������
������# R��� ����	��
�	� 	� ��
�� �������� ������
����� ���������� ];�����	^� �� ]8���^�
���������– ������������*���� ����������������������	
�������������������������, 
������� ���,������ ����	����	�!"���� �������������� ����������� '��#� ������ 5)�� ��
����� ��� ��*�� ���
!������ ���	���� ����������� ��
�	��� ��� ������������� ����������# 
-����������������,�������%�����	�� ����	����������������
�������. 

7.3 "
�
����
�����
�����	��	�#���
		������� 
J���� �����
���	������ �������	� ������������ �������� �� �������	� �������	�

������������� ����
������� ������������
������ ��	��
�������� � �������	� �������	�
������������� ����
�������� ������������������� ��	����������. + ���
 ���� 	������
�
���!"���������������
�������	��
����. 
� 6�������������	����
������  (v1 � v2) � (v1 � v2) & (v2 � v1). 
� -�������	��������	����
������  (v1 � v2) & (v3 � v2) � (v1 � v3). 
� 6������
���	����������	����  (¬v � ��$ ) � v. 
� 6������
���	�������	������  (¬v & v) � ��$ . 
� )����������
�����  (((v1 & v2) � v3) & v1) � (v2 � v3). 

+ ���
 ���� �����
���	�������������	������������ 	�������
���!"���������������-
��������	���������'������(. U���������������������������� 	���
����"
��&����! 
���������������%
���������������������
!�����	�������
����������“�X���“�”. 
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� )��
���	��������	����	�: t1 = t1. 
� $����������������	����	�: (t1 = t2) � t2 = t1). 
� -�������	��������	����	�: ((t1 = t2) & (t2 = t3)) � (t1 = t3). 
� �����������������	���������	�	������
�  (t1 = t2) & fht1i� fht2i. 
� �����������������	����
����������
�	������
�  (f1 � f2) & f�f1�� f�f2�. 
� &�����������������������
�������������������������  
(v1: I[0, 	]) (v2: I[0, v1]) fh0i& (f�v2�� f�v2 + 1�) � f�v1�. 

0����� �������
������� 	� ���� ����� 	������ ����� ������������������ ��	�������� 
'������(�� ����
���!"��� �	����	�� ���
������ 	������	�� ��������	�!"��� 	� �����
�������	
�������������������������. 

��	������� ����� �����
���	������ �������	� ����������� �������� 	� ���,�������
�������	�� ������������
����� ��	��
����� �/�
� �������	�� ������������������
��	��������# 

Q������	��������������
���� ��	��
���� �	
�������	�+������� �����*��	�����������
�����
���	���� ��	��� ������������
����� �����
�, ������� 	� �
���� ����,����
�	���������������	���������"����������� ����	
�!����	�%����������	�. 

Q������	�� ������������������ ��	��������� �	
������ �	�+������� ��� ��*��
	����������������
���	������	��� ��	�����������������	
!��!��� 	�%����������	�# +�
����������� ������ ���������� ���� ��
�� 	� ��� �������	
����� �������������� ������ 
����	
�!������	���	����������������	���������������������	
�����������������������
��	������������	����	���%����	������	. 

8 ��#"&-
����&�0��
$�&�./
#�(�1��"&-*�! 
��
�����������
���	� �	
��������������������������������������������	
����������

�������	� �	������� ������
������ ������� ����%. ���	��� ��
�!� �	
����� �����	����� 
������	/����	, �� ������ ������ ������
������� �������	���. $� ������ ��
�!� �	�����
����� �* ��	�	��� ��
	. Q������	�� ����������� ������	� �������
���	�� ��
�� �	
������
�������	����������������	����������	��������	������������	������
��j# Y��
��������	�	�
�*�� ������ 	������	������ ��� ��*�� ��� ����� – 	� ��	��������� ��� ������������� ����� 
��	�������� ��
��'������
����� ���������
�������
�����(�����
������
���������	�������*�
������
������# $���������������������������������� �������
���	� ����	��� �� ����
�������� '��#������
�j(. + �
���������
���	��������	�
��Modus ponens �
��������������
���� �
�� 
�
��	 �����	����� 	��� ���	
����
�!�� ��
��$����� – ���
������ �
��
��	����
������ – �����	�
��	����������������
������
�# 

$������������ ��������� ��
���� �������
���	� ��
������ 	� ����	� ��
�����	���� 
�������� ����
�� ����
����� �������
���	� ������#� &������ ����������� �������	
�!"���
����������������! ����
� ����
����, �������	
����� ������� 6–9. 

��(&5'"��" 
+� ������� �������	
���� ��������� ������������ ���
���� �
�� ������� 	����������

�������	���� �������������� �������
���	� �� ������������ ��
�����	���� ��������
�� �
��
������������ �����
����� 
��������� �������� ������� ������ ����� ��
������ 	� ����	��
��������
���# 

$� ����
���	������ %���� ��������
�� �����������	���� ����� �����
����� ���������
����
�������� � �������������� ������� ���������	����� �������	���� ��������������
�������
���	��������
�����������������*����,������# 
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)����������� �� �	��� �������	
���� ��
�����	���� ������������ ���,�������� ����	�
�
�� �������	
����� �������������� ������� �� �����
���	������ �������	� ������������� ��
����� ����
�� ��
���� �������
���	#� _��� �������	
����� �����
���	������ �������	�
������������ �������� ��� �	��� ���[����	 � ����� �������	
����� ������������
�����
��	��
����� �� ��������#� 5�� ���	��� ��� ���� �������	
�!���� ���	�
�� 
���������
������������� ��� 	������ – �	����	�� 
��������� �� ��
��������� 	������	�� �� �����

�������������
�����������������	# 

 

 
)����� 6 – N����������������������������������	
�!"��� ����
������
������������
���	 
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)����� 7 – N����������������������������������	
�!"��������
������
������������
���	.  

6�����������������
������ 

 
)����� 8 – N����������������������������������	
�!"��������
������
������������
���	.  

6�������������
� 
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)����� 9 – N����������������������������������	
�!"��������
������
������������
���	.  

+�	�� 

$�����	�����,����������!����
��������������	
������������������� ������#�Q���-
����� ������������� ���� ����� 	� ��
�� �������� ������
����� ���,�������� �	����������� ����
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�������,������#�_����������	
�����������������
�������	��
���� ���,������������	
�-
����# )��,�������������� �������	
����������������������������������	���������,���-
������!� �������	�� ������
������ ���	�
�!"��� 		������ ��	��� �������� �
�� ������������
������
������ ������� (
��������� ������	�� ���,������(�� �� ����� ���,���������!� ����
��������� (
��+��� ������	�����,������(#�)��,���������������������������������
���-
����� ������	���� ���	�
�!"��� �������� ��������� ��	�� ��������� ����� �������	
�����
����������������	������������������������������������ ������������
�	��. U����
�-
�����	�������������������������������
���	����������	
�����	������	
���������,�������# 

��
�������� 	� ����� ���
���	���� ����
������ ������ ����� ����
���	���� 	� ������� ���
���������� klm2-�������� �� 	� �������� ����	
������ ��������	���� $��6 ��������
�	
�!"���������
����������%�����������# 

�&�0�#�)��*�� 
)������	���
����������������������������)NNU�'������ 16-07-00340, 17-07-0S3nn���

18-07-01079). 
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THEORETICAL FOUNDATIONS FOR CREATION OF A SHELL  
FOR INTERACTIVE SYSTEMS OF INTUITIVE  
MATHEMATICAL PROOFS’ VERIFICATION 

A.S. Kleschev1, V.A. Timchenko2 
Institute of Automation and Control Processes of the FEB RAS, Vladivostok, Russia 
1kleschev@iacp.dvo.ru, 2vadim@dvo.ru 

Abstract 
The article presents a concept of a shell for interactive systems of intuitive mathematical proofs. The means of specify-
ing formal systems that can be used as theoretical foundations for this shell are considered: the languages for descrip-
tion of generative graph and text grammars, as well as the language for context conditions description. These languages 
allow defining context-dependent graph grammars with a specific syntax. With the use of these means, the kernel of a 
formal logical system that is connected to the mathematical practice of proofs’ constructing is specified. The model of 
ontology for representation of the bases of formalized mathematical knowledge and methods of reasoning is described. 
This model includes the specification of the network structure of various sections of mathematics, as well as the specifi-
cation of generative graph grammars describing the abstract syntax of the languages for mathematical statements 
(knowledge) and methods of reasoning representation. The context conditions of these languages are also defined. The 
common syntactic structure of proofs and the model of ontology of proofs, developed on its basis, are considered. We 
apply the approach based on context-dependent grammars and ontologies. It consists in the development of an explicitly 
presented declarative specification of the language for mathematical knowledge and methods of reasoning (the language 
of a mathematical dialect) representation, as well as a model of proof. The key feature of the language is its extensibil-
ity, which is provided by the extensibility of a set of definitions that allow us to introduce new terms to denote the de-
fined concepts and the extensibility of its grammar. The extensibility of grammar is achieved thanks to the means that 
allow one to describe the syntax of each new construction of the language for mathematical statements’ representation, 
as well as the context conditions. 

Key words: verification of intuitive proofs, logical calculus, graph grammars, formalized reasoning methods base, 
mathematical knowledge base, model of proofs. 
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