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Аннотация 
Предлагаются конструктивные способы решения широкого круга векторных задач оптимального 
управления системами с распределѐнными параметрами (СРП) в условиях заданной точности рав-
номерного приближения к требуемому конечному состоянию объекта на множестве простран-
ственных аргументов управляемой величины. Задачи многокритериальной оптимизации после 
перехода к относительным равнозначным оценкам частных критериев эффективности приводятся 
к однокритериальной версии в форме вариационной задачи с интегральным функционалом каче-
ства и новыми ограничениями на финишные значения дополнительных фазовых переменных рас-
ширенной модели СРП. Комбинированные ограничения на конечное состояние СРП заменяются 
одним ограничением на их линейную комбинацию, которое предъявляется в равномерной метрике 
на расширенном множестве аргументов, включающем кроме пространственных переменных из-
меняющиеся в пределах типового симплекса весовые множители суммируемых компонентов. За-
дачи многоканального управления одним или системой взаимосвязанных распределѐнных объек-
тов рассматриваются в условиях специфического требования одинаковой продолжительности 
процесса управления для всех управляющих воздействий, которое приводит к необходимости их 
выбора на множестве различных априори допустимых вариантов с последующей оценкой по ве-
личине оптимизируемого показателя качества. Дальнейшие процедуры предварительной парамет-
ризации управляющих воздействий, осуществляемые с помощью известных аналитических усло-
вий оптимальности, обеспечивают точную редукцию исходных постановок к усложнѐнным моди-
фикациям задач полубесконечного программирования, на которые распространяются вычисли-
тельные алгоритмы для скалярного варианта альтернансного метода поиска искомых экстремалей, 
базирующегося на их чебышѐвских свойствах. Приводится представляющий самостоятельный 
интерес пример решения векторной задачи оптимального управления объектом технологической 
теплофизики. 

Ключевые слова: системы с распределѐнными параметрами, оптимальное управление, много-
критериальная оптимизация, комбинированные ограничения, многоканальные управляющие воз-
действия. 
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Введение 
В ряде актуальных для приложений ситуаций возникают трактуемые с позиций систем-

ного подхода новые, существенно отличающиеся от традиционных постановки задач опти-
мального управления (ЗОУ) системами с распределѐнными параметрами (СРП) в усложнѐн-
ных условиях векторной формы предъявляемых требований к критериям эффективности, 
учитываемым ограничениям и выбору управляющих воздействий. Трудности отыскания ал-
горитмов оптимизации в векторной задаче оптимального управления (ВЗОУ) значительно 
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возрастают по сравнению с их известными скалярными частными случаями. В настоящей 
работе предлагаются конструктивные методы решения подобных ВЗОУ СРП применительно 
к типичным для приложений оценкам в равномерной метрике точности приближения конеч-
ных состояний СРП к требуемым. 

Развиваемый подход базируется на процедуре предварительной параметризации иско-
мых управляющих воздействий с помощью известных условий оптимальности и последую-
щей редукции исходной задачи к специальным модификациям задачи математического про-
граммирования с бесконечным числом ограничений (задача полубесконечной оптимизации -
ЗПО), разрешаемым альтернансным методом, являющимся развитием теории нелинейных 
чебышѐвских приближений применительно к рассматриваемому кругу ЗПО [1, 2]. 

1 Модели и методы многокритериальной оптимизации СРП 
Оценка эффективности функционирования сложных управляемых систем как правило 

производится в приложениях по различным показателям качества, чаще всего конфликтую-
щих друг с другом, что приводит к задаче выбора возможных альтернатив для управляющих 
воздействий в условиях неопределѐнности целей процесса управления (многокритериальная 
задача управления - МЗУ). Отбор приемлемых вариантов производится при этом среди эф-
фективных решений (множество Парето), не улучшаемых ни по одному из критериев без 
ухудшения показателей по какому-либо из остальных. 

Традиционные способы редукции исходной МЗУ к однокритериальной свѐртке компо-
нентов векторной целевой функции с заданными весовыми коэффициентами приводят к по-
строению множества Парето путѐм перебора всех допустимых значений таких коэффициен-
тов, вследствие чего возникает самостоятельная проблема оптимального выбора в пределах 
этого множества единственной альтернативы в условиях значительного числа возможных 
вариантов [3-6]. 

Переход путѐм соответствующей процедуры нормирования к относительным равнознач-
ным оценкам всех составляющих векторного критерия с последующим использованием их 
минимаксной (или максиминной) свѐртки с единичными весовыми коэффициентами позво-
ляет непосредственно получить парето-эффективное решение многокритериальной задачи, 
которая в итоге сводится после параметризации искомых управляющих воздействий к спе-
циальной задаче математического программирования (ЗМП) с учѐтом всех изначально за-
данных ограничений [4, 5]. 

Применительно к СРП формулируемая в итоге ЗМП принципиально усложняется и при-
нимает вид ЗПО с бесконечным числом ограничений в типичных условиях их оценки в рав-
номерной метрике [1, 2]. 

Для СРП с управляемой функцией состояния )( tXQ , , описываемой в пределах односвяз-
ной т-мерной пространственной области ,31,  mXV  с кусочно-гладкой границей S ли-
нейным неоднородным уравнением в частных производных параболического типа с типовы-
ми краевыми условиями и внутренними )(tuV  или граничными )(tuS  сосредоточенными 
управляющими воздействиями, МЗУ формулируется в следующем виде: 
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Здесь )(uI p  - частные критерии оптимальности, заданные в типовой форме интегральных 
функционалов качества, общее число которых равно 1q ; 0  - заданная точность равно-
мерного приближения состояния ),( *tXQ  СРП в конечный момент времени *tt   к требуе-
мому const)( **** QXQ , и ),( tXQ  представляется в форме разложения в сходящийся в 
среднем ряд по собственным функциям )(Xn  начально-краевой задачи модели СРП 
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jjv XX  , решение которой находится известными числен-
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На этом этапе принципиальную роль играют нестандартные процедуры использования в 
целях получения указанной информации фундаментальных физических характеристик кон-
кретных оптимизируемых процессов, предварительное исследование которых представляет 
собой отдельную достаточно сложную задачу. 

Величины *
pI  в (2) находятся решением по схеме альтернансного метода частных одно-

критериальных задач оптимизации с заданными ограничениями вида (1) на точность p0  

приближения ),( *tXQp  к **Q  в условиях ,p00   qp ,1 . 

Значения 0
pI  могут быть формально определены решениями «обратных» задач на pImax  

или установлены, исходя из физических соображений. 
По найденному указанным способом вектору )(N  и известным зависимостям )( )(N

p   

вычисляется минимальное значение 0
min  целевой функции в (4) 

(9)   ),(max)()(min )(

},{

)()(
min )(

N
p

qp

NN
N





1

000  

«автоматически» обеспечивая тем самым выполнение требований к )( )(N
p   в (4). 

Исходная ЗПО значительно упрощается как раз в наиболее характерной для приложений 
ситуации с минимально достижимой величиной )(min )(N 0  в классе )(N - параметри-
зуемых управлений и сводится в таком случае к задаче достижения этой величины без до-
полнительных ограничений [1, 2]. 

Самостоятельный интерес представляют МЗУ СРП в характерных условиях интерваль-
ной неопределѐнности начальных состояний и неизменных во времени параметрических ха-
рактеристик объекта управления [8]. Подобные МЗУ сводятся по описанной схеме к разре-
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Подобные ЗОУ СРП возникают, в частности, применительно к техническим объектам с 
распределѐнными параметрами, функционирующим в составе технологических комплексов, 
взаимосвязи между элементами которых диктуют необходимость перехода к векторному ва-
рианту (10). 

Так, например, в ЗОУ температурными режимами предварительного нагрева металличе-
ских полуфабрикатов в технологических комплексах обработки давлением [9-11] вместе с 
требованиями к точности равномерного приближения ),( *tXQ  к **Q  в (1) во многих случаях 
следует с позиций системного подхода учитывать ограничение на ошибку отклонения 

),( *tXQ  от желаемого стационарного состояния объекта [12] на возможном этапе термоста-
тирования перед передачей обрабатываемых изделий к деформирующему оборудованию 
или(и) дополнительное ограничение на погрешность приближения средней на каждом эле-
менте пространственной области температуры к еѐ заданной величине, обеспечивающей ми-
нимальное энергопотребление на стадии пластического формоизменения [9, 10]. 

В однокритериальном варианте с 1q  в (1) ЗОУ СРП с комбинированными ограничени-
ями (10) редуцируется после параметризации искомых управлений подобно (4), (5) к ЗПО 
следующего вида 
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где w требований (12) непосредственно сводятся к единственной оценке дискретной функ-
ции максимума по составляющим Фk в (9), нормируемых с учѐтом отличающихся 
значений k. 

Дальнейший переход к одному эквивалентному ограничению в типовой форме оценки 
непрерывной функции максимума базового варианта альтернансного метода обеспечивается 
линейной свѐрткой всех компонентов дискретной функции максимума с ограниченной сум-
мой весовых коэффициентов, играющих роль искомых переменных в соответствующей зада-
че линейного программирования (ЗЛП) на максимум этой свѐртки. В итоге ЗОУ СРП с ком-
бинированными ограничениями приводится к типовому виду ЗПО со специальной формой 
единственного ограничения на точность 0 равномерного приближения результирующего со-
стояния объекта к требуемому, рассматриваемого на расширенном множестве аргументов, в 
число которых наряду с пространственными координатами входят искомые переменные ЗЛП

wkAaa wk ,1,  )( , изменяющиеся в пределах типового симплекса }1,0{
1

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k
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и заведомо являющиеся координатами вершин многогранника допустимых решений ЗЛП: 
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где в качестве 0  может быть выбрана любая величина }{ w,1,  . Здесь ),,( aXy 

wAVVVX  1, , 1,1,1 wja
jk   и заведомо при некоторых },1{ wkk j   получаем 

wwwja
jk  11 1;,1,1 , где 11 w  - число активных ограничений в (12). 

Конструктивный вычислительный алгоритм решения задачи (13) по схеме альтернансно-
го метода, усложняемый необходимостью предварительного выделения 1w  активных огра-
ничений из общего их числа w в (12), приведѐн в [13]. 



621Онтология проектирования, том 8, №4(30)/2018

Э.Я. Рапопорт, Ю.Э. Плешивцева

 

Подобные ЗОУ СРП возникают, в частности, применительно к техническим объектам с 
распределѐнными параметрами, функционирующим в составе технологических комплексов, 
взаимосвязи между элементами которых диктуют необходимость перехода к векторному ва-
рианту (10). 

Так, например, в ЗОУ температурными режимами предварительного нагрева металличе-
ских полуфабрикатов в технологических комплексах обработки давлением [9-11] вместе с 
требованиями к точности равномерного приближения ),( *tXQ  к **Q  в (1) во многих случаях 
следует с позиций системного подхода учитывать ограничение на ошибку отклонения 

),( *tXQ  от желаемого стационарного состояния объекта [12] на возможном этапе термоста-
тирования перед передачей обрабатываемых изделий к деформирующему оборудованию 
или(и) дополнительное ограничение на погрешность приближения средней на каждом эле-
менте пространственной области температуры к еѐ заданной величине, обеспечивающей ми-
нимальное энергопотребление на стадии пластического формоизменения [9, 10]. 

В однокритериальном варианте с 1q  в (1) ЗОУ СРП с комбинированными ограничени-
ями (10) редуцируется после параметризации искомых управлений подобно (4), (5) к ЗПО 
следующего вида 

(11)    ;min
)(

)(
N

NI


  

(12)      11 


wwkXQXQF kk
N

kVX

N
k ;,;)(),(max **)()(  , 

где w требований (12) непосредственно сводятся к единственной оценке дискретной функ-
ции максимума по составляющим Фk в (9), нормируемых с учѐтом отличающихся 
значений k. 

Дальнейший переход к одному эквивалентному ограничению в типовой форме оценки 
непрерывной функции максимума базового варианта альтернансного метода обеспечивается 
линейной свѐрткой всех компонентов дискретной функции максимума с ограниченной сум-
мой весовых коэффициентов, играющих роль искомых переменных в соответствующей зада-
че линейного программирования (ЗЛП) на максимум этой свѐртки. В итоге ЗОУ СРП с ком-
бинированными ограничениями приводится к типовому виду ЗПО со специальной формой 
единственного ограничения на точность 0 равномерного приближения результирующего со-
стояния объекта к требуемому, рассматриваемого на расширенном множестве аргументов, в 
число которых наряду с пространственными координатами входят искомые переменные ЗЛП

wkAaa wk ,1,  )( , изменяющиеся в пределах типового симплекса }1,0{
1




w

k
kkw aaA  

и заведомо являющиеся координатами вершин многогранника допустимых решений ЗЛП: 

(13)   ;
)(

min)(
N

NI


  



w

k
k

N
k

k
kVy

N XQXQFa
1

0
0

0 ,
1



 )(),(max)( **)()(  

где в качестве 0  может быть выбрана любая величина }{ w,1,  . Здесь ),,( aXy 

wAVVVX  1, , 1,1,1 wja
jk   и заведомо при некоторых },1{ wkk j   получаем 

wwwja
jk  11 1;,1,1 , где 11 w  - число активных ограничений в (12). 

Конструктивный вычислительный алгоритм решения задачи (13) по схеме альтернансно-
го метода, усложняемый необходимостью предварительного выделения 1w  активных огра-
ничений из общего их числа w в (12), приведѐн в [13]. 

 

3 Метод параметрической оптимизации в задачах 
многоканального управления системами с распределѐнными параметрами 
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менного воздействия на объект по различным каналам управления [14-16]. 
Самостоятельный достаточно общий класс задач подобного типа возникает для  > 1 

взаимосвязанных СРП [16-25] с использованием управляющих воздействий U(t) 
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в виде совокупности различных для каждого т-го объекта }),{( 1m  векторных сосредото-
ченных внутренних )(tuVm  или граничных )(tuSm  управляющих воздействий с фиксирован-
ным характером их пространственного распределения, где для простоты исключается случай 
их совместного применения. Частный случай  > 1 в (14) соответствует задаче векторного 
управления одним объектом. 

С помощью аналитических условий оптимальности может быть получено подобно 
предыдущим задачам параметрическое представление каждой l-ой компоненты искомых 
управлений )(tum  в (14) с точностью до однозначно характеризующего управляющие воз-

действия )(tum  оптимальной структуры вектора ),( )()( m
lk

m
l  ;,1 mll  };,{ SmVmm lll 

lmNk ,1 , определѐнным образом упорядоченной последовательности конечного числа lmN  
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

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l
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m
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В итоге, аналогично (11), (12) осуществляется редукция исходной ЗОУ к ЗПО следующе-
го вида: 

(15)  

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
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, 

где m
m
l llm ,1;,1),( )(   и m- заданная точность равномерного приближения конеч-

ного состояния т-ой управляемой величины ),( mm XQ  к требуемому )(**
mm XQ  в простран-

ственной области mV  изменения пространственных координат mX т-го объекта в системе 
взаимосвязанных СРП. 

Решение задачи (15) может быть получено по схеме альтернансного метода, однако тех-
нология его применения существенно усложняется по сравнению с одноканальным управле-
нием увеличенной размерностью вектора  , многовариантным набором правил выбора чи-
сел Nlm в этих условиях; специфическим требованием одинаковой длительности процесса 
управления для всех компонентов управляющих воздействий, ограничивающим свободу их 
независимого друг от друга выбора, и необходимостью идентификации конфигураций опти-
мальных конечных пространственных распределений каждой из управляемых величин в 
условиях их зависимости от всех внешних воздействий. 

4 Оптимальное управление объектом технологической теплофизики 
В качестве примера, представляющего самостоятельный интерес, рассмотрим задачу оп-

тимального по быстродействию управления температурными режимами индукционного 
нагрева металлических заготовок перед последующей обработкой давлением с описанием  
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температурного поля ),( txQ  нагреваемой заготовки цилиндрической формы в зависимости 
от радиальной координаты х и времени t линейным одномерным неоднородным уравнением 
теплопроводности в относительных единицах с классическими краевыми условиями третьего 
рода и внутренним сосредоточенным управляющим воздействием по мощности электромаг-
нитных источников тепла при заданных допустимых пределах еѐ изменения [11]. 

К результирующему температурному состояниюQ(x, t*), достигаемому в конечный мо-
мент t* процесса нагрева, одновременно предъявляются два требования вида (10): равномер-
ного нагрева до заданной температуры Q**= const с допустимой погрешностью 1 при k = 1, 

),()),(( **
1 txQtxQF   в (10) и обеспечения допустимой точности 2  равномерного приближе-

ния средней величины Qс(x, t*) разности Q(x, t*) - Q**к нулю на любом отрезке [0, x], x  1, 
вдоль радиуса цилиндра при k = 2, 

(16)    
x

c dQtQ
x

txQQtxQF
0

22
2  ******* ),(),()),((  

в (10), исходя из типичных требований к средней температуре деформируемого изделия на 
всѐм протяжении последующих операций его пластического формоизменения [9, 10]. 

Процедура принципа максимума Понтрягина обеспечивает параметризованное представ-
ление оптимального по быстродействию управляющего воздействия с точностью до вектора 

),( )()( N
i
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)(
1 ,...,, N

N
NN  , в роли которых фи-

гурируют длительности интервалов постоянства искомых управлений релейной формы, по-
переменно принимающих на отрезке tt ],0[ *  только свои априори фиксируемые предельно 
допустимые значения [2]. Интегрирование уравнений объекта с параметризованным указан-
ным образом управлением позволяет получить конечное распределение температур и значе-
ние критерия оптимальности *tI  в форме явных достаточно гладких зависимостей 

),( )(NxQ  , )( )(NI   от своих аргументов. 
В результате производится точная редукция исходной задачи оптимального быстродей-

ствия к ЗПО вида (11), (12) на минимум функции )( )(NI   конечного числа переменных 

NiN
i ,1,)(  : 
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с бесконечным числом ограничений, диктуемых требованиями вида (12) для всех ]1,0[x : 
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Здесь критерий оптимальности I в (17), равный продолжительности процесса нагрева, пред-
ставляется простой суммой длительностей )(N

i  интервалов постоянства оптимального 

управления *
1u . 
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i  интервалов постоянства оптимального 

управления *
1u . 

 

Зависимость ),( )(NxQ   в (18), (19) определяется известным разложением в ряд по соб-
ственным функциям рассматриваемой начально-краевой задачи [11], а условия (18), (19) 
приводятся к единственному ограничению вида (13) при выборе 10   : 
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где функция максимума рассматривается в отличие от (18), (19) на расширенном множестве 
1V  элементов ),,,( 21 aaxy   содержащем наряду с пространственными переменными 

]1,0[x  коэффициенты 0, 21 aa , связанные равенством 121  aa . 
Решения )(N  

ЗПО (17), (20) могут быть найдены по общей технологии применения аль-
тернансного метода, описанной в разделе 2, с использованием дополнительной информации 
о форме кривой пространственного распределения температуры в конце оптимального по 
быстродействию процесса индукционного нагрева, устанавливаемой на базе физических за-
кономерностей поведения нестационарных температурных полей с внутренними электро-
магнитными источниками тепла и позволяющей перейти от замкнутой системы соотношений 
вида (5) к расчѐтной системе уравнений, разрешаемой относительно всех искомых неизвест-
ных [11]. 

На рисунках 1, 2 представлены некоторые результаты решения предлагаемым способом 
задачи (17)-(19) оптимизации процесса индукционного нагрева перед прессованием цилин-
дрических слитков из титановых сплавов диаметром 0.54 м на промышленной частоте 50 Гц 
при максимальной поверхностной плотности нагрева 106 кВт/м2 до температуры 
Q**= 1050С. 

Результирующие распределения температур (1 – для **][ ),( QxQ k  , 2 – для ),( ][k
c xQ  ) 

в конце оптимального по быстродействию процесса управления с учѐтом только одного из 
ограничений (18), (19) при заданных значениях  2560 21   ,  показаны на рисунке 1а 
( c605c58821 1

2
1
1  ][][ ;,k ) и 1б ( c883c59212 2

2
2
1  ][][ ;,k ), где ]1[ - решение задачи 

(17), (18), а ]2[ - задачи (17), (19). Как следует из рисунка 1, здесь 2
1,  )(max ][xQcx

 и 

1
2,  **][ )(max QxQ

x
, что свидетельствует о необходимости перехода к решению задачи 

быстродействия с учѐтом обоих ограничений, согласно предложенному в [13] вычислитель-
ному алгоритму. 

 
Рисунок 1 - Сравнительный анализ решений задачи оптимального быстродействия с одним ограничением 

a б 
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Полученные результаты представлены на рисунке 2 (а – для )1(,( xqQc  при 
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2  )()()(
min

* ,;  ). 
На рисунке 2 (б и в) кривые 1 и 2 иллюстрируют конечные температурные распределения 

соответственно **)2( ),( QxQ   и ),( )2(xqQc . 

 

 
Рисунок 2 - Решение задачи оптимального быстродействия с двумя ограничениями 42
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Заключение 
Разработан конструктивный метод решения широкого круга параметризуемых задач про-

граммного оптимального управления системами с распределѐнными параметрами в условиях 
оценки в равномерной метрике целевых множеств управляемой величины, усложняемых 
векторной формой предъявляемых требований к критериям оптимальности, учитываемым 
ограничениям на конечное состояние объекта и числу используемых управляющих воздей-
ствий. Показано, что на этот круг задач может быть распространѐн по предлагаемой техно-
логии разработанный ранее авторами для скалярных вариантов специальный альтернансный 
метод поиска искомых экстремалей, являющийся дальнейшим развитием теории нелинейных 
чебышѐвских приближений. 

a б 

в 
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Abstract 
Constructive methods are proposed for solving a wide range of vector problems of optimal control of systems with dis-
tributed parameters (DPS) under the conditions when an accuracy of uniform approximation to the required final state 
of an object is prescribed on a set of spatial arguments of a controlled quantity. After the transition to the relative equiv-
alent estimates of particular efficiency criteria the problems of vector (multi-criteria) optimization are reduced to a sin-
gle-criterion version in the form of a variational problem with an integral quality criterion and with the new restrictions 
on the final values of the additional phase variables of the extended DPS’ model. Vector (combined) constraints on the 
final state of the DPS are replaced by one constraint on their linear combination, which is presented in the uniform met-
ric on the extended set of arguments, including (besides the spatial variables) the weight factors of the summable com-
ponents that vary within the standard simplex. The problems of vector (multichannel) control by one or by a system of 
interconnected distributed objects are considered under the conditions of a specific requirement of the same duration of 
the control process for all control actions. Further procedures of preliminary parameterization of control actions carried 
out using well-known analytical conditions of optimality provide accurate reduction of the initial statements to compli-
cated modifications of semi-infinite programming problems, which are applied to computational algorithms developed 
earlier by the authors for the scalar version of the alternance method of searching for the desired extremals based on 
their Chebyshev properties. An example of independent solution of a vector problem of optimal control of an object of 
technological thermophysics is given. 
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