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Аннотация 
В работе вводится понятие агрегирования показателей как отображение множества их значений в 
единственное числовое значение (агрегат) с помощью ограниченной, неубывающей и отличной от 
константы функции U(X). Введены понятия агрегирования по необходимости и достаточности и 
показано, что иных вариантов подобного агрегирования не существует. Исследованы свойства 
агрегирования по необходимости и достаточности. Введены понятия ценности и полезности под-
множества показателей, как мер его необходимости и достаточности. Ценность связана с величи-
ной снижения значения агрегата при минимизации показателей, входящих в соответствующее 
подмножество, полезность – со значением агрегата, когда эти показатели, и только они, принима-
ют максимальное значение. Показано, что свойства агрегируемых систем, для каждого компонента 
которой существует агрегат, определяются, в том числе, законами агрегирования. Например, что 
каждая агрегируемая система имеет ядро – подмножество компонентов, функциональность кото-
рых определяет функциональность системы в целом. 
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Введение 
Моделирование – один из основных способов изучения систем, явлений, процессов, по-

знание которых через непосредственное наблюдение затруднено. Замена изучаемых объек-
тов и их отношений соответствующими моделями позволяет делать выводы о них без прямо-
го взаимодействия с объектами. Существуют разные виды и определения моделей [1-4], но 
все они утверждают, что модель – это отражение свойств и отношений предметной области 
(ПрО) внешними по отношению к ней средствами. 

Широкое распространение получило математическое моделирование, описывающее ПрО 
языком математики и связанное с ним численное моделирование [5]. Используются инфор-
мационные и имитационные модели. В употребление вошли знаниевые модели [6, 7], описы-
вающие ПрО с помощью баз знаний. 

В системном анализе распространѐнным методом является агрегатное моделирование. 
Задача агрегирования – оценить, насколько система или еѐ часть отвечает своей цели, 
насколько она функциональна, эффективна, пригодна для решения поставленных задач; дать 
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обобщѐнный показатель функционирования системы. Агрегатная модель может служить до-
полнением к другим моделям. 

Под агрегированием часто понимают суммирование информации [8].  
Агрегатные модели имеют вид свѐрток, в которых разнообразные показатели сводятся к 

одной величине – агрегату, характеризующему систему как целое. Сложившийся подход к 
использованию свѐрток в основном опирается на понятия среднего арифметического и сред-
него геометрического в разных вариантах (см. [9, 10]). Так, среднее арифметическое взве-
шенное используется в известном методе анализа иерархий [11]. Некоторые авторы обобща-
ют подобные свѐртки до понятия аддитивных и мультипликативных свѐрток [12]. В качестве 
обобщения также вводятся понятия симметричных и несимметричных свѐрток [13]. В OLAP-
анализе используется суммирование, взвешенное суммирование, первый (последний) нену-
левой элементы и т.д. [14, 15]. Известны свѐртки на основе треугольных норм и ко-норм, на 
основе интеграла Шоке и др. (см. [16-18]). Общий взгляд на агрегирование представлен 
в [19] применительно к распределѐнным вычислительным системам. 

Агрегирование определяется целями и может выполняться по-разному. Здесь рассматри-
вается агрегирование посредством неубывающих функций, которые обеспечивают неубыва-
ние агрегата с ростом соответствующих показателей.  

Особенностью агрегатных моделей является их простота. В первую очередь это относит-
ся к агрегированию по среднему арифметическому и среднему геометрическому. Агрегиро-
вание рассматривается часто как промежуточный шаг, потребный для тех или иных выводов, 
например – ранжирования объектов. В то же время правильный подбор модели может ока-
заться важным с точки зрения верной оценки системы по еѐ эффективности, функционально-
сти, качеству. С помощью соответствующим образом подобранных моделей можно отражать 
не только вклад частей системы в общий результат, но и влияние частей друг на друга, при-
ближая агрегатные модели к классическим математическим [20, 21]. 

Задача данной работы – анализ законов агрегирования при моделировании сложных си-
стем. 

1 Агрегирование по необходимости и достаточности 
Пусть имеется множество неотрицательных числовых показателей X={x1, …, xi,…, xn}. 

Агрегированием множества X называется отображение X в единственное число A так, что A 
не убывает с ростом любого из показателей. Неубывающая, ограниченная и отличная от кон-
станты функция U(X) (здесь и далее - это сокращѐнная запись для U(x1, …, xi, …, xn)), воз-
можно зависящая от параметров и отображающая X в A, называется законом агрегирования, 
а A – агрегатом X. 

Определение 1.1. Агрегирование по закону U(X) называется агрегированием по необхо-
димости, если существует такое подмножество показателей X0X, что 
x(xX0 & xinf(x))  Ainf(A). 

То есть, если все показатели из этого подмножества стремятся к своей нижней грани1, 
агрегат тоже стремится к нижней грани независимо от значений остальных показателей. 
Здесь x и A – множества значений, соответствующих x и A. Если нижняя грань достижима, 
получаем: x(xX0 & x=min(x))  A=min(A). Аналогичное справедливо и для верхней гра-
ни. 

Подмножество X0 называется необходимым. 

                                                 
1 Здесь нижняя и далее верхняя грани – соответственно наименьшее и наибольшее значение показателя или агрегата. 
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получаем: x(xX0 & x=min(x))  A=min(A). Аналогичное справедливо и для верхней гра-
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Множество X является необходимым по умолчанию. В связи с этим, если не оговорено 
особо, под необходимыми подмножествами понимается собственные подмножества мно-
жества X, когда X0X, тогда как X является тривиальным необходимым подмножеством. 

Определение 1.2. Агрегирование по закону U(X) называется агрегированием по доста-
точности, если существует такое подмножество показателей X1X, что 
x(xX1 & xsup(x))  |Ainf(A)|>, где  – некоторое фиксированное число. 

Для простоты вместо |Ainf(A)|> далее используется запись A>inf(A). 
То есть, если все показатели, входящие в X1, стремятся к своей верхней грани, агрегат 

превышает свою нижнюю грань на некоторую фиксированную величину  независимо от 
значений остальных показателей. 

Подмножество X1 называется достаточным. 
Аналогично предыдущему, множество X - тривиальное достаточное, поэтому, если не 

оговорено особо, под достаточным подмножеством также понимаются собственные под-
множества множества X, когда X1X. 

Утверждение 1.1. Если закон агрегирования U(X) – (строго) монотонно возрастающая 
функция, соответствующее агрегирование есть агрегирование по достаточности. 

Справедливость утверждения вытекает из того, что для (строго) монотонно возрастаю-
щей функции рост любого из характеризующих чисел приводит к росту A. 

Определение 1.3. Агрегирование по закону U(X) называется смешанным, если суще-
ствуют хотя бы одно необходимое и одно достаточное подмножества. 

Нетривиальным является случай, когда подмножества собственные, т.к. если принимать 
во внимание X, смешанным является любое агрегирование.  

Утверждение 1.2. Агрегирование по закону U(X) может быть смешанным в том и толь-
ко в том случае, если каждое необходимое подмножество пересекается со всеми достаточ-
ными, а каждое достаточное – со всеми необходимыми. 

Действительно, если существуют хотя бы одно необходимое и одно достаточное под-
множества, не имеющие пересечения, то устремляя все элементы первого к нижним граням, 
а элементы второго к верхним, получаем противоречие Ainf(A) & A>inf(A). Если же пере-
сечение имеется, условия определений 1.1 и 1.2 совместно не выполнимы. 

Если это условие не выполняется, агрегирования по необходимости и достаточности – 
взаимоисключающие: либо одно, либо другое. 

Следует подчеркнуть, что в случае X0=X1=X, условия x(xX0 & xinf(x))  Ainf(A) и 
x(xX1 & xsup(x))  Asup(A)>inf(A) соблюдаются всегда, поэтому в качестве X0 и X1 , 
если не оговорено особо, обсуждаются только собственные подмножества. 

Утверждение 1.3. Если некоторое подмножество X` - необходимое/достаточное по за-
кону U(X), то всякое подмножество X`` такое, что X`X``X - необходимое/достаточное 
также. 

Действительно, если все показатели подмножества X`` стремятся к своим нижним гра-
ням, то к нижним граням стремятся и показатели подмножества X`. А это означает, что к 
нижней грани стремится A. То есть, X` - также необходимое подмножество.  

Аналогично для достаточности. Если все показатели подмножества X`` стремятся к верх-
ним граням, то к верхним граням стремятся и показатели подмножества X`. А это означает, 
что агрегат превышает свою нижнюю грань на конечную величину. То есть, X`` - также до-
статочное подмножество. 

Определение 1.4. Необходимое/достаточное подмножество показателей называется ми-
нимальным, если любое его собственное подмножество таковым не является. 

Например, если нижние грани показателей x1, …, x4 равны нулю (это же условие для всех 
последующих примеров), агрегирование по закону 
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U = (x1+x2)(x3+x4) 
есть агрегирование по необходимости с минимальными необходимыми подмножествами 
{x1,x2} и {x3,x4} и агрегирование по достаточности - с минимальными достаточными под-
множествами {x1,x2,x3}, {x1,x2,x4}, {x1,x3,x4}, {x2,x3,x4} (в этом и последующем примерах 
функции не обязательно используются в агрегировании, они только иллюстративны).  

При тех же условиях агрегирование по закону 
U = x1x2+x3x4 

есть агрегирование по достаточности с минимальными достаточными подмножествами 
{x1,x2} и {x3,x4}. Одновременно оно – агрегирование по необходимости с минимальными 
подмножествами {x1,x2,x3}, {x1,x2,x4}, {x1,x3,x4}, {x2,x3,x4}. 

Оба примера иллюстрируют также смешанное агрегирование. 
Примером смешанного агрегирования является пороговая функция активации нейрона: 
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Если при максимальных xi существует такая (минимальная по числу слагаемых) подсум-

ма, что Txp
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, то соответствующие показатели образуют достаточное подмножество 

(таких подмножеств может быть более одного). При этом, сокращая длину подсуммы на 
единицу, из показателей, не входящих в неѐ, при том же законе агрегирования можно полу-
чить необходимое подмножество (и их также может быть более одного). 

Утверждение 1.4. Всякое агрегирование есть агрегирование по необходимости или аг-
регирование по достаточности. 

Пусть агрегирование не является агрегированием по необходимости. Это значит, что не 
существует такого подмножества X0X, что если все показатели из X0 стремятся к своим 
нижним граням, агрегат также стремится к нижней грани. Если выбрать некоторое подмно-
жество X1X и устремить значения всех показателей из этого множества к их верхним гра-
ням, то в этом случае агрегат A> inf(A), т.к. иначе подмножество X\X1 является необходи-
мым, что противоречит условию. 

Аналогично, можно предположить, что агрегирование не является агрегированием по до-
статочности. Это означает, что не существует такого подмножества X1X, что если все пока-
затели из X1 стремятся к своим верхним граням, агрегат отличается на конечную величину от 
нижней грани. Если выбрать некоторое подмножество X0X, и устремить значения всех по-
казателей из X0 к их нижним граням, то в этом случае агрегат также устремляется к нижней 
грани, т.к. в противном случае подмножество X\X0 является достаточным, что противоречит 
условию. 

Таким образом, если агрегирование не является агрегированием по необходимости оно 
является агрегированием по достаточности и наоборот. 

Из произвольности выбора подмножеств X0 и X1 следует, что они могут быть в том числе 
и одноэлементными. Отсюда вытекают два следствия. 

Следствие 1.4.1. Если закон агрегирования U(X) не является агрегированием по доста-
точности, всякий показатель из X является необходимым. 

Действительно, в силу утверждения 1.4, если функция U(X) не является законом агреги-
рования по достаточности (в том числе смешанным агрегированием), она является законом 
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При тех же условиях агрегирование по закону 
U = x1x2+x3x4 

есть агрегирование по достаточности с минимальными достаточными подмножествами 
{x1,x2} и {x3,x4}. Одновременно оно – агрегирование по необходимости с минимальными 
подмножествами {x1,x2,x3}, {x1,x2,x4}, {x1,x3,x4}, {x2,x3,x4}. 
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единицу, из показателей, не входящих в неѐ, при том же законе агрегирования можно полу-
чить необходимое подмножество (и их также может быть более одного). 

Утверждение 1.4. Всякое агрегирование есть агрегирование по необходимости или аг-
регирование по достаточности. 

Пусть агрегирование не является агрегированием по необходимости. Это значит, что не 
существует такого подмножества X0X, что если все показатели из X0 стремятся к своим 
нижним граням, агрегат также стремится к нижней грани. Если выбрать некоторое подмно-
жество X1X и устремить значения всех показателей из этого множества к их верхним гра-
ням, то в этом случае агрегат A> inf(A), т.к. иначе подмножество X\X1 является необходи-
мым, что противоречит условию. 

Аналогично, можно предположить, что агрегирование не является агрегированием по до-
статочности. Это означает, что не существует такого подмножества X1X, что если все пока-
затели из X1 стремятся к своим верхним граням, агрегат отличается на конечную величину от 
нижней грани. Если выбрать некоторое подмножество X0X, и устремить значения всех по-
казателей из X0 к их нижним граням, то в этом случае агрегат также устремляется к нижней 
грани, т.к. в противном случае подмножество X\X0 является достаточным, что противоречит 
условию. 

Таким образом, если агрегирование не является агрегированием по необходимости оно 
является агрегированием по достаточности и наоборот. 

Из произвольности выбора подмножеств X0 и X1 следует, что они могут быть в том числе 
и одноэлементными. Отсюда вытекают два следствия. 

Следствие 1.4.1. Если закон агрегирования U(X) не является агрегированием по доста-
точности, всякий показатель из X является необходимым. 

Действительно, в силу утверждения 1.4, если функция U(X) не является законом агреги-
рования по достаточности (в том числе смешанным агрегированием), она является законом 

агрегирования по необходимости. Если взять любой показатель, считая его подмножеством 
X0, и устремить его значение к нижней грани, то, т.к. U(X) не является агрегированием по 
достаточности, агрегат A также стремится к нижней грани, а значит этот показатель – необ-
ходимый. Поскольку он выбран произвольно, следствие верно. 

Следствие 1.4.2. Если закон агрегирования U(X) не является агрегированием по необхо-
димости, всякий показатель из X является достаточным. 

Справедливость второго следствия доказывается аналогично. 
Определение 1.5. Агрегирование по необходимости/достаточности называется поэле-

ментным, если каждый показатель из множества X образует необходимое/достаточное под-
множество. 

Примерами таких агрегирований являются законы: 

U = n
nxx  ...1  

– агрегирование по необходимости, если нижние грани показателей xi равны нулю, и агреги-
рование по достаточности, если все нижние грани отличны от нуля; 
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– агрегирование по достаточности. 
Поэлементным агрегированием по достаточности является свѐртка Гермейера [22], ис-

пользованная, в частности, в работах С.А Пиявского по многокритериальному оцениванию 
альтернатив (см. напр. [23, 24]). 

Следствие 1.4.3. Агрегирование только по необходимости или только по достаточности 
может быть исключительно поэлементным. Во всех остальных случаях - оно смешанное. 

Это становится более понятным, если принять во внимание следующие два утверждения. 
Утверждение 1.5. Объединение всех необходимых подмножеств есть достаточное под-

множество. 
Действительно, пусть X` – объединение всех необходимых подмножеств множества X. 

Согласно утверждению 1.3, объединение необходимых подмножеств необходимое тоже. Да-
лее рассматривается множество X``= X\X`. По построению X`` необходимым не является. 
Если устремить значения всех показателей, входящих в X``, к их нижним граням, а показате-
ли, входящие в X`, к верхним, то, т.к. X`` не необходимое, агрегат в этом случае, в силу не-
убывающего характера U, также превышает свою нижнюю грань. Это означает, что подмно-
жество X` не только необходимое, но и достаточное. 

Аналогичная ситуация с достаточными подмножествами. 
Утверждение 1.6. Объединение всех достаточных подмножеств есть необходимое под-

множество. 
Действительно, пусть X` – объединение всех достаточных подмножеств множества X. 

Согласно утверждению 1.3, объединение достаточных подмножеств достаточное тоже. Рас-
сматривается множество X``= X\X`. По построению X`` достаточным не является. Если 
устремить значения всех показателей, входящих в X``, к их верхним граням, а показатели, 
входящие в X`, к нижним, то, т.к. X`` не является достаточным, агрегат в этом случае, не мо-
жет превышает свою нижнюю грань. Это означает, что подмножество X` не только доста-
точно, но и необходимое. 

Таким образом, из утверждений 1.5. и 1.6 вытекает, что несмешанным может быть толь-
ко поэлементное агрегирование. Только в этом случае объединение всех необходи-
мых/достаточных подмножеств не является собственным подмножеством, а охватывает всѐ 
множество X. Всякое иное агрегирование всегда смешанное. 
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Определение 1.6. Если U(X) – агрегирование по необходимости (в т.ч. возможно сме-
шанное) и всякое необходимое подмножество состоит из одного элемента (показателя), со-
ответствующий показатель называется ключевым. 

Определение 1.7. Если U(X) – агрегирование по достаточности (в т.ч. возможно смешан-
ное) и всякое достаточное подмножество состоит из одного элемента (показателя), соответ-
ствующий показатель называется обеспечивающим. 

В понятиях «ключевой» и «обеспечивающий» подчѐркнуто, что это одноэлементные 
подмножества. 

Утверждение 1.7. Если множество X имеет ключевой и обеспечивающий показатели, то 
этот показатель единственный. 

Доказательство вытекает из утверждения 1.2. Наличие ключевого и обеспечивающего 
показателей возможно только при смешанном агрегировании. При этом утверждение 1.2 
обеспечивается только единственным элементом.  

Определение 1.8. Ключевой и одновременно обеспечивающий показатель называется 
главным. 

Необходимых/достаточных показателей может быть несколько, главный показатель все-
гда один. Примеры: 

 U = x1x2(x3+x4) 
– x1 и x2 ключевые показатели; 

 U = x1+x2+x3x4 
– x1 и x2 обеспечивающие показатели; 

 U = x1(1+x2+x3), U = x1(x1+x2+x3) 
– x1 главный показатель. 

Определение 1.9. Подмножество показателей в законе агрегирования называется глав-
ным, если оно одновременно является и необходимым, и достаточным. 

Пример: 
U = (x1+x2)(x1x2+x3). 

Здесь подмножество {x1,x2} главное. 
Замечание. В отличие от главного показателя, который всегда единственный, главных 

подмножеств может быть несколько, если их общее пересечение не пусто. Например, 
U = (x1+x2)(x1+x3)(x1+x4)(x1x2+x1x3+x1x4+x5). 

Здесь главные подмножества {x1,x2}, {x1,x3} и {x1,x4}. 
Утверждение 1.8. Если множество X имеет необходимое и достаточное подмножества 

(и они пересекаются), их объединение есть главное подмножество. 
Действительно, пусть X0 есть необходимое, а X1 достаточное подмножество. Их объеди-

нение X`=X0X1 включает X0, а значит, согласно утверждению 1.2, является необходимым 
тоже. Аналогично, X` включает X1, а значит X` являет и достаточным тоже. Таким образом, 
одно и то же X` является необходимым и достаточным, а значит главным подмножеством. 

Существуют (как минимум) три вида главных подмножеств: 
1) объединение всех необходимых подмножеств; 
2) объединение всех достаточных подмножеств; 
3) объединение необходимого и достаточного. 

Отсюда следует, что агрегирование только по необходимости или только по достаточно-
сти возможно в том и только в том случае, если объединение всех необходимых или всех 
достаточных подмножеств тождественно равно X. В противном случае существует главное 
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Утверждение 1.7. Если множество X имеет ключевой и обеспечивающий показатели, то 
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Доказательство вытекает из утверждения 1.2. Наличие ключевого и обеспечивающего 
показателей возможно только при смешанном агрегировании. При этом утверждение 1.2 
обеспечивается только единственным элементом.  
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– x1 и x2 ключевые показатели; 
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– x1 и x2 обеспечивающие показатели; 

 U = x1(1+x2+x3), U = x1(x1+x2+x3) 
– x1 главный показатель. 

Определение 1.9. Подмножество показателей в законе агрегирования называется глав-
ным, если оно одновременно является и необходимым, и достаточным. 

Пример: 
U = (x1+x2)(x1x2+x3). 

Здесь подмножество {x1,x2} главное. 
Замечание. В отличие от главного показателя, который всегда единственный, главных 

подмножеств может быть несколько, если их общее пересечение не пусто. Например, 
U = (x1+x2)(x1+x3)(x1+x4)(x1x2+x1x3+x1x4+x5). 

Здесь главные подмножества {x1,x2}, {x1,x3} и {x1,x4}. 
Утверждение 1.8. Если множество X имеет необходимое и достаточное подмножества 

(и они пересекаются), их объединение есть главное подмножество. 
Действительно, пусть X0 есть необходимое, а X1 достаточное подмножество. Их объеди-

нение X`=X0X1 включает X0, а значит, согласно утверждению 1.2, является необходимым 
тоже. Аналогично, X` включает X1, а значит X` являет и достаточным тоже. Таким образом, 
одно и то же X` является необходимым и достаточным, а значит главным подмножеством. 

Существуют (как минимум) три вида главных подмножеств: 
1) объединение всех необходимых подмножеств; 
2) объединение всех достаточных подмножеств; 
3) объединение необходимого и достаточного. 

Отсюда следует, что агрегирование только по необходимости или только по достаточно-
сти возможно в том и только в том случае, если объединение всех необходимых или всех 
достаточных подмножеств тождественно равно X. В противном случае существует главное 

(отличное от X) подмножество, и агрегирование будет смешанным. Это замечание дополняет 
утверждение 1.4 и следствия из него. 

В дополнение к утверждению 1.1 можно заметить, что, если функция U(X) строго моно-
тонная, агрегирование на еѐ основе является поэлементным достаточным. Так как при по-
элементном агрегировании всякое подмножество необходимое/достаточное, то: 
1) за исключением тривиального случая – множества X – смешанное агрегирование в этом 

случае невозможно; 
2) главные показатели и подмножества (кроме самого X) здесь отсутствуют. 

Утверждение 1.9. Если для закона U(X) существует хотя бы один ключевой показатель, 
то этот закон может быть или агрегированием по необходимости, или смешанным.  

Утверждение 1.10. Если для закона U(X) существует хотя бы один обеспечивающий по-
казатель, т.к. этот закон может быть только законом агрегирования по достаточности или 
смешанным. 

Утверждения 1.9 и 1.10 следуют из определений агрегирования по необходимости и до-
статочности, а также определений ключевого и обеспечивающего показателей. 

В дополнение к этому из следствий 1.4.1 и 1.4.2 вытекает следующее. 
Утверждение 1.11. Если закон U(X) является агрегированием только по необходимо-

сти/достаточности, всякий показатель в нѐм - ключевой/обеспечивающий. 
Утверждение 1.12. При поэлементном агрегировании всякий показатель либо ключевой, 

либо обеспечивающий. 
В частности, для двух видов агрегирования – среднего арифметического и среднего гео-

метрического (включая среднее арифметическое взвешенное и среднее геометрическое 
взвешенное) справедливо: 

1) агрегирование с помощью среднего арифметического, являясь агрегированием по до-
статочности, не может иметь ключевых показателей.  

2) агрегирование с помощью среднего геометрического при нулевых нижних гранях по-
казателей не имеет обеспечивающих показателей.  

Определение 1.10. Достаточное подмножество X1X является гарантирующим, если 
x(xX1 & xsup(x))  Asup(A).  

То есть, если все показатели, входящие в X1, стремятся к своей верхней грани, агрегат 
также стремится к верхней грани. Существование гарантирующих подмножеств невозможно 
при строгой монотонности U(…). 

В заключение можно отметить, что агрегирование по необходимости, достаточности, 
наличие ключевых, обеспечивающих и главных показателей, существование и состав необ-
ходимых и достаточных подмножеств и т.п. определяются структурой закона U(X) и грани-
цами показателей.  

2 Ценность и полезность как меры необходимости и достаточности 
Для показателей, агрегируемых по закону U(X), и их подмножеств можно ввести понятия 

ценности и полезности. Необходимо обратить внимание, что это не перенос сложившихся 
терминов в новую область, а омонимическое использование данных слов, хотя определѐнные 
параллели провести можно. 

Пусть X` и X`` - некоторые подмножества из X, причѐм X`X``=X и X`X``=. Тогда за-
пись X*inf и X*sup обозначает ситуацию, когда все показатели, образующие некоторое 
подмножество X*, устремляются, соответственно, к своим нижним или верхним граням. 

Определение 2.1. Под ценностью подмножества X` понимается предельная разность: 
V(X`) = U(Xsup)  U(X`inf, X``sup). 
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То есть ценность показывает, на сколько снизится значение агрегата от своей макси-
мально возможной величины, если значения показателей, образующих X`, устремить к их 
нижним граням. 

Для единственного показателя xi это выглядит так: 
V(xi) = U(x1x1max, …, xiximax, …, xnxnmax)  U(x1x1max, …, xiximin, …, xnxnmax). 
Здесь xmin и xmax, соответственно, нижняя и верхняя грани множества значений показате-

ля. 
Определение 2.2. Под полезностью подмножества X` понимается предельная разность: 

W(X`) = U(X`sup, X``inf)  U(Xinf). 
Полезность показывает максимальный вклад в агрегат показателей, составляющих X`. 
Для единственного показателя это: 
W(xi) = U(x1x1min, …, xiximax, …, xnxnmin)  U(x1x1min, …, xiximin, …, xnxnmin). 

Для необходимого подмножества: 
 V(X`) = sup(A)  inf(A) (1) 

- это максимальное значение необходимости. 
Если X имеет два или более необходимых подмножества X`, X`` и т.д., и они не пересе-

каются, то полезность каждого из них нулевая (ни одно подмножество не гарантирует значе-
ние агрегата больше минимального) 

W(X`) = W(X``) =…= 0. 
В частности, при поэлементном необходимом агрегировании нулевую полезность имеют 

все показатели из X. 
Для достаточного подмножества: 

 W(X`) > 0. (2) 
Если X имеет два или более достаточных подмножества X`, X`` и т.д., и они не пересека-

ются, то необходимость каждого меньше максимальной (ни одно подмножество не гаранти-
рует минимального значения агрегата): 

V(X`) < sup(A)  inf(A); 
V(X``) < sup(A)  inf(A); 

… . 
При поэлементном достаточном агрегировании необходимость меньше максимальной 

имеют все показатели из X. 
Если подмножество является необходимым и достаточным, (1) и (2) выполняются сов-

местно. 
При агрегировании по необходимости всегда существует хотя бы одно подмножество, 

ценность которого максимальна; при агрегировании по достаточности – хотя бы одно, по-
лезность которого отлична от нуля.  

При наличии гарантирующего подмножества X`X его полезность максимальна, а цен-
ность подмножества X\X` нулевая. Если в X существует более одного гарантирующего под-
множества, и они не пересекаются, каждое из них имеет максимальную полезность и нуле-
вую ценность. 

Определение 2.3. Текущей ценностью подмножества X` называется предельная разность 
V (X`) = U(X)  U(X`inf, X``). 
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То есть ценность показывает, на сколько снизится значение агрегата от своей макси-
мально возможной величины, если значения показателей, образующих X`, устремить к их 
нижним граням. 

Для единственного показателя xi это выглядит так: 
V(xi) = U(x1x1max, …, xiximax, …, xnxnmax)  U(x1x1max, …, xiximin, …, xnxnmax). 
Здесь xmin и xmax, соответственно, нижняя и верхняя грани множества значений показате-

ля. 
Определение 2.2. Под полезностью подмножества X` понимается предельная разность: 

W(X`) = U(X`sup, X``inf)  U(Xinf). 
Полезность показывает максимальный вклад в агрегат показателей, составляющих X`. 
Для единственного показателя это: 
W(xi) = U(x1x1min, …, xiximax, …, xnxnmin)  U(x1x1min, …, xiximin, …, xnxnmin). 

Для необходимого подмножества: 
 V(X`) = sup(A)  inf(A) (1) 

- это максимальное значение необходимости. 
Если X имеет два или более необходимых подмножества X`, X`` и т.д., и они не пересе-

каются, то полезность каждого из них нулевая (ни одно подмножество не гарантирует значе-
ние агрегата больше минимального) 

W(X`) = W(X``) =…= 0. 
В частности, при поэлементном необходимом агрегировании нулевую полезность имеют 

все показатели из X. 
Для достаточного подмножества: 

 W(X`) > 0. (2) 
Если X имеет два или более достаточных подмножества X`, X`` и т.д., и они не пересека-

ются, то необходимость каждого меньше максимальной (ни одно подмножество не гаранти-
рует минимального значения агрегата): 

V(X`) < sup(A)  inf(A); 
V(X``) < sup(A)  inf(A); 

… . 
При поэлементном достаточном агрегировании необходимость меньше максимальной 

имеют все показатели из X. 
Если подмножество является необходимым и достаточным, (1) и (2) выполняются сов-

местно. 
При агрегировании по необходимости всегда существует хотя бы одно подмножество, 

ценность которого максимальна; при агрегировании по достаточности – хотя бы одно, по-
лезность которого отлична от нуля.  

При наличии гарантирующего подмножества X`X его полезность максимальна, а цен-
ность подмножества X\X` нулевая. Если в X существует более одного гарантирующего под-
множества, и они не пересекаются, каждое из них имеет максимальную полезность и нуле-
вую ценность. 

Определение 2.3. Текущей ценностью подмножества X` называется предельная разность 
V (X`) = U(X)  U(X`inf, X``). 

То есть текущая ценность показывает, на сколько снизится значение агрегата от своей 
текущей величины, если показатели, образующие X`, и только их, устремить к нижним гра-
ням. 

Для единственного показателя это выглядит как: 
V (xi) = U(x1, …, xi, …, xn)  U(x1, …, xiximin, …, xn). 

Определение 2.4. Текущей полезностью подмножества X` называется предельная раз-
ность 

W (X`) = U(X`, X``inf)  U(Xinf) = U(X`, X``inf)  inf(A). 
Текущая полезность показывает вклад в имеющийся агрегат показателей из подмноже-

ства X` в их текущих значениях. 
Для единственного показателя: 

W (xi) = U(x1x1min, …, xi, …, xnxnmin)  U(x1x1min, …, xiximin, …, xnxnmin). 
Ценность и полезность являются мерами необходимости и достаточности соответствую-

щих показателей и их подмножеств. 

3 Общие свойства агрегируемых систем 
Системы, для любого компонента которых может быть указан или рассчитан его агрегат, 

называются агрегируемыми. В основе их свойств должны лежать, в том числе, рассмотрен-
ные свойства агрегирования, например, следующие. 
 Агрегирование может выполняться только по необходимости или достаточности (неис-

ключающее «или»). Для каждого уровня иерархии можно ввести понятие субкомпонен-
тов, как функциональных элементов и подсистем, образующих элемент иерархии, и над-
компонента, как элемента иерархии, составленного из своих субкомпонентов. 

 При агрегировании субкомпонентов (к примеру, их функциональностей) по необходимо-
сти, как и при агрегировании по достаточности, всегда существует главное подмноже-
ство субкомпонентов, определяющих функциональность надкомпонента в целом, назы-
ваемое ядром надкомпонента. Если агрегирование поэлементное (показателями здесь 
выступают агрегаты субкомпонентов), ядром является всѐ множество субкомпонентов, 
т.е. надкомпонент в целом (тривиальное ядро). Во всех остальных случаях ядра – это 
собственные подмножества субкомпонентов.  

 Если агрегирование не является поэлементным, оно всегда смешанное и надкомпонент 
содержит нетривиальное ядро.  

 Агрегируемая система может содержать ключевые/обеспечивающие/гарантирующие 
компоненты. При этом минимум функциональности или утрата ключевого субкомпонен-
та влечѐт минимум функциональности (утрату) надкомпонента в целом; максимальная 
функциональность обеспечивающего или гарантирующего субкомпонента влечѐт отлич-
ную от минимальной (для обеспечивающего) и максимальную (для гарантирующего 
субкомпонента) функциональность содержащего их надкомпонента.  

 При поэлементном агрегировании субкомпонентов каждый субкомпонент - либо необ-
ходимый, либо достаточный.  

 При поэлементном агрегировании, если оно необходимое, нефункциональность любого 
субкомпонента делает нефункциональным надкомпонент в целом (каждый субкомпо-
нент ключевой). При поэлементном достаточном агрегировании надкомпонент функци-
онален до тех пор, пока в полной мере функционирует хотя бы один из его субкомпонен-
тов (каждый субкомпонент обеспечивающий или даже гарантирующий). 
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 Если агрегирование происходит по (строго) монотонному закону, каждый субкомпонент 
– достаточный. 

Заключение 
В работе рассмотрено агрегирование показателей как отображение множества их значе-

ний в единственное числовое значение (агрегат) с помощью ограниченной неубывающей 
функции U(X). Получены следующие основные результаты: 
 Введены понятия агрегирования по необходимости и достаточности. Совместное агреги-

рование по необходимости и достаточности (смешанное агрегирование) возможно, если 
каждое необходимое подмножество показателей имеет пересечение с каждым достаточ-
ным и наоборот. 

 Показано, что объединение всех необходимых/достаточных подмножеств показателей 
есть их достаточное/необходимое подмножество, такое объединение названо главным 
подмножеством. Оно существует всегда и является также объединением всех необходи-
мых и достаточных подмножеств показателей. 

 Показано, что агрегирование исключительно по необходимости или исключительно по 
достаточности возможно лишь при поэлементном агрегировании. 

 Введены понятия ключевого, обеспечивающего и главных показателей, подчѐркивающие 
влияние отдельных элементов на результат агрегирования. 

 Введены показатели ценности и полезности как меры необходимости и достаточности 
соответствующих подмножеств показателей. 
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 Если агрегирование происходит по (строго) монотонному закону, каждый субкомпонент 
– достаточный. 

Заключение 
В работе рассмотрено агрегирование показателей как отображение множества их значе-

ний в единственное числовое значение (агрегат) с помощью ограниченной неубывающей 
функции U(X). Получены следующие основные результаты: 
 Введены понятия агрегирования по необходимости и достаточности. Совместное агреги-

рование по необходимости и достаточности (смешанное агрегирование) возможно, если 
каждое необходимое подмножество показателей имеет пересечение с каждым достаточ-
ным и наоборот. 

 Показано, что объединение всех необходимых/достаточных подмножеств показателей 
есть их достаточное/необходимое подмножество, такое объединение названо главным 
подмножеством. Оно существует всегда и является также объединением всех необходи-
мых и достаточных подмножеств показателей. 

 Показано, что агрегирование исключительно по необходимости или исключительно по 
достаточности возможно лишь при поэлементном агрегировании. 

 Введены понятия ключевого, обеспечивающего и главных показателей, подчѐркивающие 
влияние отдельных элементов на результат агрегирования. 

 Введены показатели ценности и полезности как меры необходимости и достаточности 
соответствующих подмножеств показателей. 
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