
160 2023, vol.13, N2, Ontology of Designing

Как вычислять интересные следствия

 

ОБЩИЕ ВОПРОСЫ ФОРМАЛИЗАЦИИ ПРОЕКТИРОВАНИЯ:  
ОНТОЛОГИЧЕСКИЕ АСПЕКТЫ 

 
 
УДК 510.662 Научная статья DOI: 10.18287/2223-9537-2023-13-2-160-174 
 

Как вычислять интересные следствия 

© 2023, Б.А. Кулик  
Институт проблем машиноведения РАН, Санкт-Петербург, Россия 

Аннотация 
В современном дедуктивном анализе к основным задачам относятся следующие: поиск доказа-
тельства заданного утверждения с помощью аксиом и правил вывода; проверка корректности за-
данного следствия из определѐнных посылок. О задачах вывода следствий с заранее заданными 
свойствам (задачи с интересными следствиями) в настоящее время известно немного, и нет чѐтких 
ответов на вопросы: какие свойства присущи интересному следствию и как вычислить интересное 
следствие? Ответы можно получить, если для моделирования рассуждений воспользоваться мате-
матическим аппаратом алгебры кортежей на основе свойств декартова произведения множеств. 
Объектами алгебры кортежей являются произвольные многоместные отношения. Эти отношения 
можно рассматривать как интерпретации формул математической логики. Они представляют со-
бой матрицеподобные структуры, у которых ячейки содержат не элементы, а подмножества соот-
ветствующих атрибутов. Операции (дополнение, обобщѐнное пересечение и обобщѐнное объеди-
нение) в алгебре кортежей соответствуют логическим связкам математической логики (отрицание, 
конъюнкция, дизъюнкция), а отношение обобщѐнное включение – отношению выводимости. Вы-
числение кванторных операций выполняется с помощью операций с атрибутами (добавление фик-
тивного атрибута, что соответствует правилу обобщения в исчислении предикатов, и элиминация 
атрибута). Для двух из четырѐх типов структур алгебры кортежей элиминация атрибутов соответ-
ствует вычислению проекции отношения. Для вывода интересных следствий в алгебре кортежей 
используется структура, названная минимальным следствием, которая равна обобщѐнному пере-
сечению посылок, выраженных структурами алгебры кортежей. Интересные следствия вычисля-
ются как проекции минимального следствия. В результате вычислений и проверок получаются 
следствия с сокращѐнным или заданным составом переменных, а также с сокращѐнным объѐмом 
записи. 

Ключевые слова: интерпретация, алгебра кортежей, декартово произведение множеств, кван-
торные операции, правило обобщения, минимальное следствие, проекция, элиминация атрибутов. 
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Введение 
Постановка задачи поиска интересных следствий предложена в статье [1]. В современ-

ных публикациях, например в [2, 3], при решении подавляющего большинства задач логиче-
ского вывода предполагается, что посылки и предполагаемое следствие заданы, требуется 
лишь подтвердить корректность этого следствия. Задача поиска следствий, не представлен-
ных в условии задачи, решается лишь для определѐнного класса баз знаний [4, 5]. В работе 
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[6] показаны возможности автоматизации порождения содержательных утверждений (гипо-
тез, абдуктивных заключений и т.д.) из знаний, выраженных с помощью позитивно-
образованных стандартизованных формул (пос-формул). Однако в работе [6] рассматривает-
ся порождение утверждений, которые не являются логическими следствиями.  

Близкой к задаче вычисления интересных следствий является задача минимизации буле-
вых функций [7, 8]. Но в ней рассматриваются эквивалентные преобразования логических 
формул определѐнного типа, а не вывод следствий.  

Чтобы найти подходы к решению задачи вычисления интересных следствий, предлагает-
ся воспользоваться методами алгебры кортежей [9].  

1 Краткие сведения об алгебре кортежей 

1.1 Основные термины и структуры алгебры кортежей 
Алгебра кортежей (АК) – математическая система, предназначенная для моделирования 

и анализа многоместных отношений, в которой используются свойства декартовых произве-
дений (ДП) множеств. Эти свойства позволяют представить отношения в сжатом виде и 
унифицировать многие методы и модели дискретной математики. Структуры алгебры кор-
тежей могут быть преобразованы в обычные отношения с помощью определѐнных алгорит-
мов.  

Применительно к логике с помощью алгебры кортежей исследуется один из вариантов 
[10] интерпретации языка первого порядка. В качестве области интерпретации всех пере-
менных используется множество D, а для n-местных предикатов и формул со свободными 
переменными областью интерпретации является n-местное отношение, т.е. подмножество n-
местных кортежей элементов из Dn. Эта модель интерпретации принята за основу в АК, но с 
учѐтом прикладной направленности АК в данную модель интерпретации внесены следую-
щие изменения.  

Изменение 1. Для разных переменных модели разрешено использовать разные области 
интерпретации. Поэтому, во избежание возможных несогласованностей, предложено по ана-
логии с базами данных [11] приписывать к именам отношений схему отношения, т.е. после-
довательность имѐн областей интерпретации переменных. С учѐтом этого, имена областей 
интерпретации переменных названы атрибутами, а области интерпретации атрибутов – до-
менами.  

Изменение 2. Для многих задач логического анализа удобно рассматривать n-местное 
отношение не как множество n-местных кортежей элементов, а как объединение ДП. В этом 
случае в качестве значений атрибута используются не элементы его домена, а имена или 
обозначения (например, A2 или {b, c}) всех подмножеств домена. Множества с этими имена-
ми или обозначениями названы компонентами атрибута.  

Объединение ДП, рассматриваемое как отдельная структура, ранее не исследовалось. 
Для этой структуры не были известны алгоритмы операций (дополнение, пересечение, объ-
единение), алгоритмы проверок включения одной структуры в другую и т.д. Были определе-
ны только отдельные операции для одиночных ДП (пересечение и разность), а также алго-
ритм проверки включения одного ДП в другое [12, 13]. Оказалось, что ранее известные и но-
вые алгоритмы и их обоснования можно существенно упростить, если отказаться от обще-
принятых обозначений ДП ( nD ; CBA  ; 

n

i iS
1

 и т.д.). Вместо этого предложено пред-
ставлять ДП как кортежи компонент, при этом каждая компонента с помощью схемы отно-
шения привязывается к определѐнному атрибуту.  
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Законы АК соответствует законам алгебры множеств [14]. Многоместные отношения в 
АК можно представить с помощью четырѐх типов структур (АК-объектов). Вместо логиче-
ских связок ,  и  в АК используются соответствующие операции (по сути это модифици-
рованные операции алгебры множеств) с многоместными отношениями, а вместо кванторов 
– операции с атрибутами. Алгоритмы выполнения операций с АК-объектами, проверок 
включения, преобразований в другие типы и т.д. сформулированы и доказаны в АК в виде 
теорем1.  

Информация о схеме отношения АК-объектов содержится в их именах: к идентификато-
ру отношения приписывается заключѐнная в квадратные скобки схема этого отношения. 
Например, имя R[XYZ] означает, что АК-объект R содержится в пространстве ZYX  . 
АК-объекты, заданные в одном и том же пространстве атрибутов, называются однотипными.  

Выделяются два типа компонент, названных фиктивными компонентами. 
Полная компонента (обозначается ) равна домену соответствующего атрибута. 
Пустая компонента (обозначается ) равна пустому множеству. 
Обозначения структур АК: C-кортежи соответствуют конъюнкции (conjunction), D-

кортежи – дизъюнкции (disjunction) логических формул. Структуры АК матричные, причѐм в 
ячейках матриц записываются не элементы, а компоненты. При преобразовании АК-
объектов в формулы математической логики предполагается, что компоненты АК-объектов – 
это интерпретации одноместных предикатов, а АК-объекты – интерпретации формул или 
многоместных предикатов. 

C-кортеж – это n-местное отношение, равное ДП содержащихся в нѐм компонент, запи-
санных в виде кортежа, ограниченного квадратными скобками. 

Например, АК-объект T[XYZ] = [A  B] – это C-кортеж, при этом AX, BZ, а компонента 
«» равна домену соответствующего атрибута (в данном случае, поскольку она находится на 
второй позиции, то  = Y). Этот C-кортеж можно преобразовать в обычное отношение с по-
мощью ДП следующим образом: T[XYZ] = AYB. Он соответствует конъюнкту  

T(x, z) = A(x)  True  B(z) = A(x)  B(z),  
в котором интерпретации одноместных предикатов A(x) и B(z) – это компоненты A и B.  

Доказано, что пересечение C-кортежей, если оно не равно пустому множеству, равно 
C-кортежу (теоремы 2 и 3 в [9]). Однако объединение C-кортежей может быть представлено 
единственным C-кортежем лишь в исключительных случаях [9]. Поэтому возникает необхо-
димость в определении структуры нового типа.  

C-система – это отношение, равное объединению однотипных C-кортежей, которые за-
писываются в виде строк матрицы, ограниченной квадратными скобками.  

Например, R[XYZ] = 











21

31

BB
AA

 есть C-система, при этом A1  X, A3  Z и т.д. Данная 

C-система преобразуется в обычное отношение с помощью ДП следующим образом:  
R[XYZ] = (A1  Y  A3)  (B1  B2  Z).  
C-системе c n атрибутами в математической логике соответствует дизъюнктивная нор-

мальная форма (ДНФ) или n-местный предикат.  
Если АК-объект преобразуется в обычное отношение, то элементы этого отношения 

называются элементарными кортежами. Они представляют выполняющие подстановки со-
ответствующей логической формулы. С помощью C-кортежей и C-систем можно выразить 
любое многоместное отношение, но для вычисления их дополнений требуются новые струк-

                                                           
1 Формулировки теорем из [9], номера которых упоминаются в тексте данной статьи, приведены в разделе 1.2. 
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второй позиции, то  = Y). Этот C-кортеж можно преобразовать в обычное отношение с по-
мощью ДП следующим образом: T[XYZ] = AYB. Он соответствует конъюнкту  

T(x, z) = A(x)  True  B(z) = A(x)  B(z),  
в котором интерпретации одноместных предикатов A(x) и B(z) – это компоненты A и B.  

Доказано, что пересечение C-кортежей, если оно не равно пустому множеству, равно 
C-кортежу (теоремы 2 и 3 в [9]). Однако объединение C-кортежей может быть представлено 
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писываются в виде строк матрицы, ограниченной квадратными скобками.  

Например, R[XYZ] = 










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 есть C-система, при этом A1  X, A3  Z и т.д. Данная 

C-система преобразуется в обычное отношение с помощью ДП следующим образом:  
R[XYZ] = (A1  Y  A3)  (B1  B2  Z).  
C-системе c n атрибутами в математической логике соответствует дизъюнктивная нор-

мальная форма (ДНФ) или n-местный предикат.  
Если АК-объект преобразуется в обычное отношение, то элементы этого отношения 

называются элементарными кортежами. Они представляют выполняющие подстановки со-
ответствующей логической формулы. С помощью C-кортежей и C-систем можно выразить 
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1 Формулировки теорем из [9], номера которых упоминаются в тексте данной статьи, приведены в разделе 1.2. 

 

туры – D-кортежи и D-системы. Для определения этих АК-объектов используется промежу-
точная структура – диагональная C-система. 

Диагональная C-система – это C-система размерности nn, у которой все недиагональ-
ные компоненты – полные ().  

Например, Q[XYZ] =
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 – диагональная C-система. 
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ный перевѐрнутыми квадратными скобками кортеж еѐ диагональных компонент. 

Например, изображѐнную выше диагональную C-систему можно записать как D-кортеж: 
Q[XYZ] = ]A B C[.  
Ясно (теорема 9), что дополнение Q[XYZ] равно C-кортежу [ A  B  C ]. Здесь A  = X\A, 
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объединение C-кортежей, то по закону де Моргана2 еѐ дополнение равно пересечению до-
полнений этих C-кортежей. Поскольку дополнения C-кортежей равны соответствующим D-
кортежам, то для вычисления дополнения C-системы достаточно заменить в ней все компо-
ненты их дополнениями, а вместо обычных квадратных скобок записать перевѐрнутые. 
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CAXYZP ][ . В математической логике D-системе соответствует конъюнктивная 

нормальная форма (КНФ). 
Универсум АК-объекта (U) определяется как ДП доменов атрибутов, заданных в его схе-

ме отношения. Например, для АК-объекта R[XYZ] универсум есть U = X  Y  Z.  
Если при вычислении установлено, что некоторая C-система равна универсуму, то она 

соответствует общезначимой формуле, если же некоторая D-система окажется равной пусто-
му множеству, то она соответствует тождественно ложной формуле или противоречию.  

Кванторные операции в АК выполняются с помощью простых операций с атрибутами. К 
ним, в частности, относятся операции +Atr и –Atr. Операция добавление фиктивного атри-
бута (+Atr) выполняется как добавление имени нового атрибута в схему отношения АК-
объекта и соответствующего нового столбца с фиктивными компонентами в матричное 

представление. Например, пусть задана C-система Rk[XZ] = 








31

31

BB
AA . При добавлении фик-

тивного атрибута Y в Rk[XZ] получается C-система +Y(Rk[XZ]) = Rm[XYZ] = 










31

31

BB
AA . При 

выполнении операции +Atr в C-структуры добавляются фиктивные компоненты «», а в D-
структуры – фиктивные компоненты «». 
                                                           
2 Законы де Мо ргана — логические правила, связывающие пары логических операций при помощи логического отрицания. 
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Операция +Atr соответствует правилу обобщения (Gen) в исчислении предикатов, кото-
рое в [10, p.67] формулируется так: «(xi)B следует из B». Операция +Atr используется также 
для преобразования АК-объектов с разными схемами отношений к однотипным АК-
объектам за счѐт добавления недостающих фиктивных атрибутов.  

Обобщѐнные операции пересечения ( G ) и объединения ( G ) – это операции АК, отли-
чающиеся от обычных одноимѐнных операций алгебры множеств тем, что перед их выпол-
нением АК-объекты приводятся к одной схеме отношения с помощью операции +Atr. Обоб-
щѐнные операции G  и G  семантически равносильны логическим связкам конъюнкции и 
дизъюнкции. Аналогично вводятся обобщѐнные отношения ( G  и G ). Доказано, что АК с 
обобщѐнными операциями и отношениями изоморфна алгебре множеств.  

Операция элиминации атрибута (–Atr) выполняется как удаление из схемы отношения 
имени этого атрибута, а из матричного представления – столбца его значений. Логический 
смысл этой операции, в отличие от +Atr, зависит от типа АК-объекта (теоремы 31 и 32 в [9]). 

Например, пусть задана D-система P[XYZ] = 







 }{},{

},{}{}{
bda
cagc

. Вычисляя  

–X(P[XYZ]) = Q[YZ] = 







 }{

},{}{
b
cag , можно преобразовать полученный результат в C-систему 

(теоремы 25 и 8 в [9]): Q[YZ] = 










},{

}{
ca

g  [  {b}] = [{g}  {b}]. 

В D-системах в соответствии с семантикой операции –Atr, которая в данном случае соот-
ветствует навешиванию квантора , должно выполняться [  {g}  {b}]  P[XYZ]. Проверка (с 
помощью теорем 20 и 21 в [9]) показывает, что данное соотношение выполняется. 

Проекцией АК-объекта называется результат однократного или многократного примене-
ния операции –Atr к АК-объекту, выраженному как C-кортеж или C-система, при условии, 
что атрибут Atr содержится в его схеме отношения. Например, если задана C-система 
R[XYZ], то еѐ проекции обозначаются PrXY(R), PrY(R), PrXZ(R) и т.д., а проекция PrXZ(R) вы-
числяется с помощью элиминации атрибута Y: PrXZ(R) = –Y(R[XYZ]). 

С проекциями АК-объектов связано понятие фиктивного атрибута, содержащегося в от-
ношении. Пусть задан АК-объект R[W], где W – множество атрибутов, в состав которых вхо-
дит атрибут X, и PrW\X(R) – проекция АК объекта R[W], в которой присутствуют все атрибу-
ты, кроме X. Тогда X есть фиктивный атрибут в R[W], если соблюдается равенство 

R[W] = +X(PrW\X(R)).      (1) 
Равенство (1) означает, что в АК-объекте R[W] каждому элементарному кортежу из про-

екции PrW\X(R) соответствует множество всех значений атрибута X.  
Пусть посылки рассуждения записаны в виде АК-объектов A1, A2, …, An. Тогда логиче-

ская формула, представленная АК-объектом B, будет следствием этих посылок, если соблю-
дается соотношение:  

BAAA GnGGG  )...( 21 .    (2) 
АК-объект, полученный в результате вычисления выражения в левой части (2), называет-

ся минимальным следствием. Минимальное потому, что любое его строгое подмножество не 
является следствием.  

Следует заметить, что в АК фиктивный атрибут Xi добавляется в АК-объект при условии, 
что Xi отсутствует в его схеме отношения. Это означает, что правило Gen «(xi)B следует из 
B» надо дополнить словами «при условии, что переменная xi не входит свободно в B». В 
книге [10] для правила Gen это условие отсутствует.  
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Источником ошибок в логическом анализе на основе исчисления предикатов может быть 
отсутствие понятия, аналогичного термину «схема отношения». В частности, в алгоритме 
унификации допускается замена переменных в подстановках [15, p.80]. Для отношений и 
АК-объектов, которые являются интерпретациями предикатов и формул, это означает замену 
атрибута в схеме отношения и, соответственно, переход в другое пространство даже в том 
случае, если домены этих атрибутов одинаковы. Например, АК-объект P[XY] при пересече-
нии с самим собой не изменяется, но если в нѐм заменить имена атрибутов, например, P[YZ], 
то обобщѐнное пересечение P[XY] G P[YZ] означает операцию соединения отношений. Дру-
гой пример: интерпретацией формулы A(x)  B(x) является пересечение интерпретаций од-
номестных предикатов A(x) и B(x), в то время как интерпретацией формулы A(x)  B(y) ока-
зывается ДП интерпретаций предикатов A(x) и B(y). Таким образом, интерпретации формул 
при переименовании переменных существенно изменяются. 

При решении логических задач, в т.ч. для задачи вычисления интересных следствий, 
применяется метод ортогонализации [16, 17]. 

С помощью ортогонализации вычисляются C-системы с попарно непересекающимися 
C-кортежами, которые используются при расчѐте вероятностей событий, выраженных логи-
ческими формулами [18, 19] или АК-объектами [20]. Установлено, что ортогонализация поз-
воляет значительно уменьшить трудоѐмкость некоторых алгоритмов экспоненциальной вы-
числительной сложности за счѐт того, что при выполнении операций получается намного 
больше пустых C-кортежей, которые не участвуют в последующих вычислениях [21].  

Алгоритм преобразовании D-системы в C-систему формулируется просто (теорема 25). 
Однако его реализация требует в общем случае экспоненциального числа операций. Напри-
мер, если D-система задана в пространстве из N атрибутов и число D-кортежей в ней равно 
M, то для выполнения этой операции потребуется NM операций пересечения C-кортежей. На 
самом деле этих операций намного меньше, т.к., во-первых, многие D-кортежи содержат 
меньшее, чем N, число непустых компонент и преобразуются в C-систему меньшей размер-
ности, и, во-вторых, при пересечениях C-кортежей нередко получаются пустые кортежи, ко-
торые не участвуют в дальнейших операциях.  

Если в алгоритме преобразования D-системы в C-систему использовать теорему 27, то 
число операций этого алгоритма может значительно сократиться и в некоторых случаях дой-
ти до полиномиальной оценки вычислительной сложности [21]. Для того, чтобы выполнить 
ортогонализацию в этом алгоритме, достаточно каждый D-кортеж исходной D-системы пре-
образовать в ортогональную C-систему, после чего вычислить пересечение преобразованных 
C-систем. 

Помимо этого сокращение трудоѐмкости алгоритма преобразования D-системы в C-
систему достигается за счѐт использования специальных правил упорядочивания 
D-кортежей, а также различных вариантов преобразования D-кортежей в ортогональные C-
системы [21]. 

1.2 Используемые теоремы АК 
В формулировках теорем рассматриваются однотипные АК-объекты, поэтому их схемы 

отношений в именах не указываются.  
Теорема 1 (проверка включения C-кортежей). Пусть даны два однотипных C-кортежа P = [P1 P2 … PN] и 

Q = [Q1 Q2 … QN]. Тогда P  Q, если и только если Pi  Qi верно для всех соответствующих пар компонент 
сравниваемых C-кортежей. 

Теорема 2 (пересечение C-кортежей). Пусть даны два однотипных C-кортежа P = [P1 P2 … PN] и 
Q = [Q1 Q2 … QN].. Тогда P  Q = [P1  Q1  P2  Q2  …  PN  QN]. 
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Теорема 3 (пустое пересечение C-кортежей). Пусть даны два однотипных C-кортежа P = [P1 P2 … PN] и 
Q = [Q1 Q2 … QN], и в них имеется, по крайней мере, одна пара Pi и Qi компонент, для которых Pi  Qi = . То-
гда P  Q = . 

Теорема 8 (пересечение C-систем). Пусть даны однотипные C-системы P и Q. Результатом их пересечения 
будет C-система, содержащая все непустые пересечения каждого C-кортежа из P с каждым C-кортежем из Q. 

Теорема 9 Дополнение C-кортежа P = [P1 P2 … PN] есть диагональная C-система R = 
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мерности n  n, где каждая диагональная компонента – дополнение соответствующей компоненты C-кортежа P. 
Теорема 20 (проверка включения C-кортежа в D-кортеж). Для C-кортежа P = [P1 P2 … PN] и D-кортежа и 

Q = ]Q1 Q2 … Qn[ справедливо P  Q, если и только если по крайней мере для одного i соблюдается Pi  Qi. 
Теорема 21 (проверка включения C-кортежа в D-систему). Для C-кортежа P и D-системы Q справедливо 

P  Q, если и только если для каждого D-кортежа Qi из Q выполняется P  Qi. 
Теорема 25 (преобразование D-системы в C-систему). D-система P, содержащая m D-кортежей, эквива-

лентна C-системе, которая является пересечением m C-систем, полученных с помощью преобразования каждо-
го D-кортежа из P в диагональную C-систему. 

Теорема 27 (ортогонализация D-кортежа). D-кортеж вида ]Q1 Q2 ... Qm-1 Qm[ преобразуется в эквивалент-

ную ему ортогональную C-систему: 
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Теорема 31 (навешивание квантора ). Если C-кортеж или C-система R[…X…] без пустых C-кортежей – 
интерпретация логической формулы A(…, x, …) со свободной переменной x, то АК-объект –X(R[…X…]) – ин-
терпретация логической формулы x(A(…, x, …)). 

Теорема 32 (навешивание квантора ). Если D-кортеж или D-система R[…X…], не содержащие D-
кортежей с компонентой «», – интерпретация логической формулы A(…, x, …) со свободной переменной x, то 
АК-объект –X(R[…X…]) – интерпретация логической формулы x(A(…, x, …)). 

2 Примеры решения логических задач методами АК 
Задача 1. Четыре подруги (Анна, Белла, Светлана и Дина) имеют следующие особенно-

сти: Анна и Белла – блондинки, Светлана предпочитает короткую стрижку, Анна и Дина но-
сят туфли на высоких каблуках, Анна, Белла и Светлана работают в фирме D. В зависимости 
от внешности и статуса, подруги предпочитают покупать одежду в разных торговых фирмах 
(K, L и M). Эти зависимости выражаются следующими условиями: 

1) если не блондинки отдают предпочтение фирме K, то девушка с короткой стрижкой 
предпочитает фирму M; 

2) если девушки с длинными волосами предпочитают фирму K, то девушка, не работаю-
щая в фирме D, покупает одежду в фирме L, а блондинки – в фирме M; 

3) если девушки, носящие туфли на высоких каблуках, отдают предпочтение фирме L, то 
не блондинки покупают одежду в фирме K; 

4) если девушки, не носящие туфель на высоких каблуках, покупают одежду в фирме K, 
то, девушки на туфлях с высокими каблуками предпочитают магазины фирмы M. 

Необходимо проверить выполнимость этих условий. 
Для формализации условий задачи имена девушек можно записать в виде множества {a, 

b, c, d}. Тогда множество блондинок будет A={a, b}, множество девушек с короткой стриж-
кой B = {c}, множество девушек, носящих высокие каблуки, C = {a, d}, и множество деву-
шек, работающих в фирме D, D = {a, b, c}.  
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Теорема 3 (пустое пересечение C-кортежей). Пусть даны два однотипных C-кортежа P = [P1 P2 … PN] и 
Q = [Q1 Q2 … QN], и в них имеется, по крайней мере, одна пара Pi и Qi компонент, для которых Pi  Qi = . То-
гда P  Q = . 

Теорема 8 (пересечение C-систем). Пусть даны однотипные C-системы P и Q. Результатом их пересечения 
будет C-система, содержащая все непустые пересечения каждого C-кортежа из P с каждым C-кортежем из Q. 

Теорема 9 Дополнение C-кортежа P = [P1 P2 … PN] есть диагональная C-система R = 
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мерности n  n, где каждая диагональная компонента – дополнение соответствующей компоненты C-кортежа P. 
Теорема 20 (проверка включения C-кортежа в D-кортеж). Для C-кортежа P = [P1 P2 … PN] и D-кортежа и 

Q = ]Q1 Q2 … Qn[ справедливо P  Q, если и только если по крайней мере для одного i соблюдается Pi  Qi. 
Теорема 21 (проверка включения C-кортежа в D-систему). Для C-кортежа P и D-системы Q справедливо 

P  Q, если и только если для каждого D-кортежа Qi из Q выполняется P  Qi. 
Теорема 25 (преобразование D-системы в C-систему). D-система P, содержащая m D-кортежей, эквива-

лентна C-системе, которая является пересечением m C-систем, полученных с помощью преобразования каждо-
го D-кортежа из P в диагональную C-систему. 

Теорема 27 (ортогонализация D-кортежа). D-кортеж вида ]Q1 Q2 ... Qm-1 Qm[ преобразуется в эквивалент-

ную ему ортогональную C-систему: 
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Теорема 31 (навешивание квантора ). Если C-кортеж или C-система R[…X…] без пустых C-кортежей – 
интерпретация логической формулы A(…, x, …) со свободной переменной x, то АК-объект –X(R[…X…]) – ин-
терпретация логической формулы x(A(…, x, …)). 

Теорема 32 (навешивание квантора ). Если D-кортеж или D-система R[…X…], не содержащие D-
кортежей с компонентой «», – интерпретация логической формулы A(…, x, …) со свободной переменной x, то 
АК-объект –X(R[…X…]) – интерпретация логической формулы x(A(…, x, …)). 

2 Примеры решения логических задач методами АК 
Задача 1. Четыре подруги (Анна, Белла, Светлана и Дина) имеют следующие особенно-

сти: Анна и Белла – блондинки, Светлана предпочитает короткую стрижку, Анна и Дина но-
сят туфли на высоких каблуках, Анна, Белла и Светлана работают в фирме D. В зависимости 
от внешности и статуса, подруги предпочитают покупать одежду в разных торговых фирмах 
(K, L и M). Эти зависимости выражаются следующими условиями: 

1) если не блондинки отдают предпочтение фирме K, то девушка с короткой стрижкой 
предпочитает фирму M; 

2) если девушки с длинными волосами предпочитают фирму K, то девушка, не работаю-
щая в фирме D, покупает одежду в фирме L, а блондинки – в фирме M; 

3) если девушки, носящие туфли на высоких каблуках, отдают предпочтение фирме L, то 
не блондинки покупают одежду в фирме K; 

4) если девушки, не носящие туфель на высоких каблуках, покупают одежду в фирме K, 
то, девушки на туфлях с высокими каблуками предпочитают магазины фирмы M. 

Необходимо проверить выполнимость этих условий. 
Для формализации условий задачи имена девушек можно записать в виде множества {a, 

b, c, d}. Тогда множество блондинок будет A={a, b}, множество девушек с короткой стриж-
кой B = {c}, множество девушек, носящих высокие каблуки, C = {a, d}, и множество деву-
шек, работающих в фирме D, D = {a, b, c}.  

 

Пусть предикат Y(z) обозначает девушек с признаком Y, отдающих предпочтение фирме 
Z. Тогда условия задачи можно записать в виде следующей логической формулы: 

P(k, l, m) = (A(k)  B(m))  (B(k)  D(l))  (B(k)  A(m))  
 (C(l))  A(k))  (C(k)  C(m)). 
Следует отметить одну особенность этой задачи. При распознавании выполнимости в 

формулах исчисления предикатов обязательным завершающим этапом их решения является 
алгоритм унификации, в результате которого исходная задача преобразуется в задачу исчис-
ления высказываний, которая решается различными методами, в частности, методом резо-
люций [15]. Предложенная задача выходит за рамки задач исчисления высказываний, тем не 
менее, еѐ можно решить без преобразования в формулу исчисления высказываний. Для этого 
можно воспользоваться алгоритмом преобразования D-системы в C-систему (теорема 25), а 
для уменьшения трудоѐмкости алгоритма – методом ортогонализации. 

Сначала преобразуется исходная формула в КНФ: 
P(k, l, m) = (A(k)  B(m))  (B(k)  D(l))  (B(k)  A(m))  
 (A(k)  C(l)))  (C(k)  C(m)). 
Для преобразования формулы P(k, l, m) в D-систему выбирается универсум K L  M = 

{a, b, c, d}3, а интерпретации предикатов A(x), B(x), C(x), D(x) используются в качестве ком-
понент A, B, C, D в соответствующих атрибутах. Например, второй дизъюнкт (B(k)  D(l)) 
записывается как D-кортеж P2[KL] = ]B  D [. Если применить операцию +Atr, то в схеме от-
ношения [KLM] он выражается как P2[KL] = ]B  D  [.  

После преобразования всех дизъюнктов в однотипные D-кортежи получается: 

P[KLM] =
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Обозначив D-кортежи с номером i в D-системе P[KLM] как Pi, можно приступить к вы-
числениям, используя теоремы 2, 3, 8, 25 и 27. 
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P1  P2  P3 =
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P1  P2  P3  P4  P5 = [{c} * {c}]  
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Отсюда следует, что условия задачи невыполнимы. 
Задача 2. Некоторые пациенты любят всех докторов. Ни один пациент не любит знаха-

рей. Следовательно, никакой доктор не является знахарем. Проверить корректность этого 
рассуждения. В [15] эта задача решается двумя способами: сначала с помощью интерпрета-
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ции (пример 3.15), затем методом резолюций с использованием алгоритма унификации 
(пример 5.21). Эту задачу можно решить с помощью АК. 

Пусть заданы множества P – пациенты, D – доктора, Q – знахари, P1  P – некоторые па-
циенты, L[XY] – отношение «x любит y», заданное как C-система.  

Тогда первая посылка: A1[XY] = [P1  D]. 
Вторая посылка: A2[XY] = L[XY]  [P  Q ] (при пересечении образуется C-система, в ко-

торой из атрибута X исключены все не пациенты, а из атрибута Y – все знахари).  
Вычисляется минимальное следствие: 
A[XY] = L[XY]  [P1  D]  [P  Q ] = L[XY]  [P1  DQ ]. 
Анализ заключения. Можно предположить противное, т.е. что некоторые доктора – зна-

хари. Это означает, что DQ = Q1  . Множество Q1 может присутствовать в атрибуте Y 
отношения L[XY], поэтому в качестве отрицания заключения выбирается C-кортеж [  Q1] и 
вычисляется его пересечение с минимальным следствием: 

A[XY]  [  Q1] = L[XY]  [P1  DQ1Q ] = , т.к. Q1Q =  и, следовательно, 
[P1  DQ1Q ] =  (теорема 3) и L[XY]   = . Отсюда ясно, что заключение корректно. 

3 Свойства интересных следствий 
Многочисленные примеры задач логического вывода [10, 15, 22] характеризуются тем, 

что часто проверяемые следствия содержат небольшой, по сравнению с исходными данны-
ми, состав переменных.  

В задаче Steamroller (№ 47 в [22]) при формализации получается три логических пере-
менных, но в ней сокращение осуществляется для предикатов, используемых в этой задаче. 
К этим предикатам относятся «волки», «лисы», «растения», «меньше» и т.д. Следствие этой 
задачи содержит три предиката, в то время как в посылках приведено 10 разных предикатов. 
Таким образом, одно из свойств интересных следствий – сокращѐнный по сравнению с ис-
ходными данными состав переменных или предикатов. 

Второе свойство интересных следствий тесно связано с первым: в некоторых случаях ин-
терес представляют не только следствия с сокращѐнным составом переменных, но и след-
ствия, в которых предусматривается использование заранее заданных переменных. Отсюда 
ясно, что вторым свойством интересных следствий является определѐнный состав перемен-
ных или предикатов в сокращѐнном следствии. 

Ещѐ одно свойство интересных следствий было установлено при исследовании задач с 
сокращѐнным составом переменных в следствии. Нередко результатом вычислений стано-
вится формула с большим объѐмом записей (например, C-система с большим числом 
C-кортежей). Можно сократить объѐм записи следствия, в частности, представить его в виде 
одного или двух дизъюнктов. Таким образом, третье свойство интересных следствий – со-
кращѐнный объѐм записи. 

Теорема о проекциях. Пусть задана C-система R[W], где W – множество атрибутов из 
схемы отношения R, и V  W. Тогда 

R[W] G PrV(R).       (3) 
Доказательство. Пусть в множестве W содержится n атрибутов, а в множестве V – k ат-

рибутов. Не нарушая общности, можно считать, что все атрибуты из V содержатся в левой 
части C-системы R[W] (перестановка столбцов в матричном представлении АК-объектов 
вместе с соответствующими перестановками имѐн атрибутов в схеме отношения является 
эквивалентным преобразованием). Пусть  
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, у которой правые n–k столбцов содержат только полные 

компоненты. Если сравнивать C-кортежи Ci из R[W] и Q[W], то, используя теорему 1, можно 
убедиться, что каждый C-кортеж из R включѐн в соответствующий C-кортеж из Q, что дока-
зывает теорему. 

4 Методы вычисления интересных следствий 
Если использовать традиционный способ дедуктивного анализа с помощью правил вы-

вода, то для получения следствий с определѐнными свойствами трудно спланировать после-
довательность действий, т.к. заранее невозможно предсказать результат применения правил. 
Поэтому возникает необходимость разработки эффективных методов вычисления следствий 
с заранее заданными свойствами. 

Когда задано множество АК-объектов {A1, A2, …, An}, представляющих аксиомы (или 
посылки), то нужно вычислить минимальное следствие A = A1 G A2 G … G An. Тогда для 
вычисления любого следствия достаточно построить АК-объект B такой, чтобы выполнялось 
соотношение A G B. Из (3) следует, что любая проекция A является его следствием. Одним 
из методов вывода следствий с сокращѐнным составом атрибутов может быть вычисление 
проекций минимального следствия A. 

4.1 Вычисление следствий с сокращённой схемой отношения 
Если A – C-система, то любую еѐ проекцию легко вычислить с помощью элиминации ат-

рибутов. При этом не всякая проекция представляет интересное следствие, т.к. могут быть 
проекции, равные универсуму – в этом случае они не содержат полезной информации. 

В качестве примера можно рассмотреть задачу 1 из раздела 2. Пусть в задаче использу-
ются только первые два условия (т.е. первые три D-кортежа из D-системы P[KLM]). Соответ-
ствующий промежуточный результат решения задачи 1 имеет вид: 
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Любая проекция A[KLM] является следствием. Проекции PrK(A)= {a, b, c} и PrL(A) =  
являются формальными следствиями, в которых содержатся сведения о подругах, предпочи-
тающих магазины определѐнной фирмы. Из содержания проекций ясно, что в фирме K со-
вершают покупки только девушки, работающие в фирме D, в то время как товары фирмы L 
желательны для всех подруг.  

4.2 Вычисление следствий с заданным составом атрибутов 
Задача поиска следствий с заданным составом атрибутов решается также с помощью вы-

числения и анализа соответствующих проекций минимального следствия. В качестве приме-
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ра можно рассмотреть следующую задачу исчисления высказываний. Пусть посылки заданы 
дизъюнктами: PQR;  PQS;  PQRS;  PR;  PRS. 

Требуется выяснить, может ли следствием данной задачи быть формула, содержащая 
только пропозициональные переменные P и Q (другой вариант: Q и S)? 

В АК все задачи и формулы исчисления высказываний можно выразить АК-объектами, у 
которых атрибутами являются имена пропозициональных переменных, а в качестве их доме-
нов используется множество {0, 1}. При этом литералу X соответствует компонента {1}, а 
литералу X – компонента {0}. Тогда конъюнкт, например, PRS можно выразить как 
C-кортеж A1[PRS] = [{1}  {0}  {1}], а дизъюнкт PR – как D-кортеж A2[PR] = ]{1}  {0}[. 

Выразив посылки задачи в виде D-кортежей и применив операцию +Atr, можно постро-

ить D систему: A[PQRS] =
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С помощью методов, изложенных в разделе 1.1, можно преобразовать D-систему 
A[PQRS] в C-систему. Тогда получается минимальное следствие: 
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Для решения задачи рассматривается сначала проекция PrPQ(A), которая содержит четы-
ре разных элементарных кортежа, что говорит о том, что она равна универсуму и не годится 
для следствия (универсум является следствием для любых посылок). Проекция PrQS(A) со-
держит три элементарных кортежа: [{0} {1}], [{1} {0}] и [{1} {1}]. По таблице истинности 
им соответствует формула QS. Следовательно, эта формула есть решение задачи.  

Используя теорему 20, можно проверить то, что полученный результат действительно 
является следствием. Для этого можно выразить формулу QS как D-кортеж 
B[PQRS] = ] {1}  {1}[ и проверить включение каждого C-кортежа из C-системы A[PQRS] 
в D-кортеж B[PQRS]. 

4.3 Сокращение объёмов записи в следствиях 
При вычислении следствий могут получаться C-системы, содержащие значительное чис-

ло C-кортежей. Во многих случаях C-системы трудно преобразовать так, чтобы в них содер-
жалось меньшее число C-кортежей, однако объѐм записи минимального следствия или его 
неполных проекций можно существенно уменьшить с помощью других методов АК.  

Пусть известно следствие A с большим объѐмом записи. Тогда можно вычислить A  и ка-
ким-то образом выделить его часть Aj  A  с малым объѐмом записи. При вычислении его до-
полнения методами АК также получится АК-объект jA  с малым объѐмом записи, и при этом 

в силу закона контрапозиции будет соблюдаться соотношение A  jA , что позволяет выбрать 

jA  в качестве искомого следствия. 
Пусть в задаче 1 из раздела 2 в качестве посылок используются первые два D-кортежа D-

системы P[KLM].  
Промежуточный результат имеет вид:  
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Чтобы выделить часть полученной D-системы, необходимо преобразовать еѐ в C-систему 
c помощью известного алгоритма.  

Тогда получается: A [KLM] =
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Из этой C-системы выбирается какой-либо C-кортеж, например, Aj[KLM] = 
[{d} {a, b, c} ] и вычисляется его дополнение jA [KLM] = ]{a, b, c} {d}  [. 

В jA [KLM] можно удалить фиктивный атрибут. Тогда получается следующий результат: 

D-кортеж jA [KL] = ]{a, b, c} {d}[ является следствием задачи. Его можно выразить как 
дизъюнкт с соответствующими предикатами, определѐнными в задаче 1. 

Полученный результат легко проверяется. Для этого, используя теорему 20, достаточно 
проверить включение каждого C-кортежа из C-системы A[KLM] в D-кортеж jA [KLM]. 

Таким образом, одним из методов сокращения объѐма записи следствия A является сле-
дующий порядок действий: 
1) вычислить дополнение A и преобразовать его в C-систему; 
2) если в полученной C-системе много C-кортежей, то удалить некоторые из них; 
3) вычислить дополнение структуры, полученной на предыдущем шаге. 

Заключение 
Для заданной системы посылок предложены алгоритмы вычисления следствий со следу-

ющими свойствами:  
 с сокращѐнным составом переменных;  
 с заданным составом переменных;  
 с сокращѐнным объѐмом записи.  

Во всех случаях используется понятие минимального следствия, представляющего собой 
обобщѐнное пересечение АК-объектов, которые моделируют посылки. Интересные след-
ствия в ряде случаев являются неполными проекциями минимального следствия. 

Значительная часть современных классических и неклассических логических систем 
предусматривает для вывода новых следствий механизм исчислений, т.е. получение резуль-
татов на основе правил вывода. В АК наряду с этим механизмом предлагается получение но-
вых следствий с помощью вычислений, т.е. на основе алгоритмов, позволяющих получить 
требуемый результат с помощью определѐнных операций над заданными в условии задачи 
структурами. В некоторых случаях, в частности, в задаче вычисления следствий с заранее 
заданными свойствами, этот метод имеет определѐнные преимущества. 
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Abstract 
In modern deductive analysis, the main tasks include the following: finding proof of a given statement using axioms and 
rules of inference and checking the correctness of a given consequence from certain premises. Little is currently known 
about inference problems with predetermined properties (problems with interesting consequences). There are no clear 
answers to the following questions: what properties are inherent in an interesting consequence and how to calculate an 
interesting consequence? To solve these problems, it is proposed to use the methods of n-tuple algebra (NTA) based on 
properties of the Cartesian product of sets. The objects of NTA are arbitrary n-ary relations, which can be interpreted as 
the formulas of mathematical logic. They are matrix-like structures which cells do not contain elements, but subsets of 
the corresponding attributes. In NTA, operations (addition, generalized intersection and generalized union) in the tuple 
algebra correspond to logical connectives of mathematical logic (negation, conjunction, disjunction), and the general-
ized inclusion relation corresponds to the derivability relation. The calculation of quantifier operations is performed 
using operations on attributes (adding a dummy attribute, which corresponds to the generalization rule in predicate cal-
culus, and eliminating an attribute). For two of the four types of NTA structures, the elimination of attributes corre-
sponds to computing the projection of a relation. To derive interesting consequences in NTA, a structure called the min-
imal consequence is proposed, which is equal to the generalized intersection of premises. Interesting consequences are 
calculated as projections of the minimal consequence. As a result of calculations and checks, consequences are obtained 
with a reduced or a given composition of variables, as well as with a reduced amount of notation. 
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