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Аннотация 
Рассматриваются некоторые аспекты взаимосвязей двух инженерных дисциплин – материалове-
дения и строительной механики. Обсуждаются стержневые структуры от представительных ячеек 
и объѐмов композитов, армированных длинными и короткими волокнами, до пространственных 
конструкций с регулярной структурой. Рассматриваются различные подходы к прогнозированию и 
оценкам минимальной массы стержневых систем на начальных стадиях проектирования кон-
струкций. Основное внимание уделено исследованию возможности применения безразмерного 
критерия силового совершенства конструкции к оценке эффективности материалов с гетерогенной 
структурой. С этой целью поставлен и подробно описывается вычислительный эксперимент, в 
ходе которого на базе простейшей кубической решѐтки Браве генерируются последовательно 
ферменные структуры возрастающей сложности и методами строительной механики анализиру-
ются их свойства. Показано, что ферменное моделирование обладает определѐнным потенциалом 
для прогнозирования ряда механических характеристик гетерогенных материалов. 
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Предисловие 
«При изучении наук примеры полезнее правил» 

Исаак Ньютон 
 

В 1933 году издана актуальная для своего времени книга с претенциозным названием 
«Материал и конструкция» [1]. Книга появилась в начале периода индустриализации страны 
и внесла весомый вклад в подготовку инженерных кадров. Еѐ автор начинает повествование 
с описания шалаша первобытного человека из подручного материала – стволов небольших 
деревьев и веток. Минуя тысячелетия, переходит к обсуждению современной искусственной 
окружающей среды: мебели, объектов металлургии, высотных домов из стали и бетона, ин-
струментов и др., подчѐркивая при этом, что «выполнение вещами своего назначения сво-
дится к способности материала выдерживать внешние воздействия», и рассматривает как 
важнейшее свойство материала – прочность. Далее с помощью примеров и иллюстраций 
подводит читателя к необходимости науки о механических свойствах материалов и рассмат-
ривает основные виды деформации конструкций под нагрузкой – растяжение, изгиб и круче-
ние, – и проводит мысль о первичности материала по отношению к конструкциям. 

Интересные факты и мысли по истории строительной механики в связи с появлением но-
вых материалов и технологий можно найти в книгах С.П. Тимошенко [2] и С.А. Бернштейна 
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[3]. Особое место среди работ, в которых затрагиваются связи между материалом и кон-
струкцией, занимает книга Дж. Гордона «Почему мы не проваливаемся сквозь пол» [4]. По-
учительно в ней откровенное признание крупным учѐным того обстоятельства, что касатель-
ные напряжения трудны для понимания и учѐта в практической деятельности как в истори-
ческие времена, так и по сей день.  

В этой связи интересно рассказать об одной задаче, связанной с выяснением причины течи топливных ба-
ков в крыле одного самолѐта по линии стыка обшивки с лонжероном. Автор этих строк в 70-е годы занимался 
разработкой уточнѐнного метода расчѐта касательных напряжений и был приглашѐн к анализу причин течей. 
Совпадение картины мест течей с линиями максимумов напряжений, полученными по уточнѐнному методу, 
оказалось практически полным. Но ни прочнисты, ни конструкторы долго не могли согласиться с тем, что при-
чина именно в касательных напряжениях, так как крыло имело достаточную изгибную прочность в этом месте. 
В книге Гордона обсуждается подобная проблема с течью воды через продольные швы в старинных деревян-
ных судах! 

Во второй половине прошлого века произошло открытие феноменальной прочности не-
которых волокон и нитевидных кристаллов, и вскоре началась эра композиционных матери-
алов (КМ) и конструкций. Сейчас достигнуты определѐнные успехи по повышению весовой 
эффективности1 конструкций в авиастроении и во многих отраслях строительства и машино-
строения. Однако ожидаемый эффект получен в большинстве случаев не в полной мере. 
Идут поиски новых, более эффективных материалов и конструкций. Определѐнные надежды 
в этом направлении возлагаются на теоретическое материаловедение. 

В заключительной главе книге [4] «Материалы будущего» Гордон обсуждает широкий 
спектр направлений развития материаловедения, в том числе взаимоотношения конструкто-
ров и материаловедов. В начале главы говорится об отсутствии влияния конструктора на ма-
териаловеда: «Вопреки обычным представлениям не материал выбирается для изделия, а 
скорее наоборот – изделие проектируется в расчѐте на материал… Так или иначе, но кон-
структор почти не направляет материаловеда в его работе. Больше того, даже подсказки кон-
структора материаловед обычно игнорирует». Гордон объясняет такое положение дел разной 
скоростью разработки материалов и конструкций. Завершаются глава и книга оптимистиче-
ски: «Вплоть до настоящего времени технические идеи основывались (сознательно и подсо-
знательно) на характеристиках и недостатках небольшого списка веществ; но стоит вообра-
жению инженеров проститься с мыслью о том, что все эти ограничения обязательны, а вза-
мен этого понять, сколь созидающим может быть союз конструктора и материаловеда, – гра-
ницы техники необычайно раздвинутся». 

В наше время с приходом композитов появилась широкая номенклатура компонентов 
материалов, а число комбинаций из них – бесконечно. Условия для союза конструктора и 
материаловеда созданы. 

Оптимизация силовых конструкций имеет большую историю и определѐнные достиже-
ния. Представляется естественным попытаться применить методы строительной механики к 
поиску рациональных структур, начиная с простейших – стержневых (ферменных), в надеж-
де получить результаты, которые могут оказаться интересными для материаловедов и полез-
ными для объединения таких важнейших направлений науки и техники, как конструкции и 
материалы. 

Введение 
Стержневые системы находят самое широкое применение в современном строительстве 

и технике. От крупноразмерных сооружений аэропортов и мостов до анизогридных (сетча-
                                                           
1 В авиастроении исторически принято использовать термин вес (весовая эффективность) конструкции, понимая под этим 
оценку массы конструкции. Прим. ред. 
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тых) конструкций летательных аппаратов [5-7] и микроструктур композитов, армированных 
непрерывными и короткими волокнами. Методы расчѐта напряжѐнно-деформированного со-
стояния (НДС) этих объектов представляются в настоящее время достаточно проработанны-
ми благодаря успешным реализациям метода конечных элементов (МКЭ): РИПАК, 
NASTRAN, ANSYS, ЛОГОС и др.  

Разнообразие используемых структур стержневых конструкций говорит скорее об их 
изобретательском происхождении, чем об использовании методов структурной оптимизации, 
разработке которых посвящена обширная литература [8]. Уместно отметить, что в отступле-
нии от рациональных форм в некоторых проектах можно усмотреть достижение определѐн-
ных эстетических и технологических целей. В большинстве случаев рациональные силовые 
конструкции обладают и несомненной (по мнению автора) красотой, если она умело показа-
на и не затеняется архитектурным декором. В качестве примеров можно назвать башни Эй-
феля и Шухова, здание театра оперы в Пекине и множество других исторических и совре-
менных сооружений.  

Интересные по внешнему виду и эффективные по минимуму массы силовые конструк-
ции различных размеров и назначения получаются методами топологической оптимизации. 
Существенное развитие и применение к настоящему времени в этой области получили два 
направления: использование модели тела переменной плотности (ТПП) [9, 10] и SIMP-метод 
[11, 12]. Стоит отметить, что SIMP-метод порождает, как правило, стержневые конструкции 
с определѐнным огрублением результатов оптимизации за счѐт отбрасывания элементов с 
малой плотностью. В отличие от него, метод ТПП позволяет находить при одном случае 
нагружения математически доказуемое оптимальное решение. В [13] представлены результа-
ты решения ряда задач с использованием метода ТПП, в которых оптимальные конструкции 
требуют заполнения внутренних объѐмов материалом переменной плотности. Как один из 
путей создания такого материала видится проектирование и исследование стержневых мик-
роструктур с ориентацией на известные аддитивные технологии, методы формования компо-
зитов, включая использование коротких волокон [14], и, возможно, другие методы формиро-
вания материалов с желаемой структурой. 

В названных методах топологической оптимизации отсутствуют математически обосно-
ванные подходы к оптимизации конструкций при многих случаях нагружения. Делаются по-
пытки построения эвристических алгоритмов с использованием идеи достижения полнона-
пряжѐнности. Однако известен контрпример оптимизации статически неопределимой фер-
мы, работающей на два случая нагружения, который показывает, что именно неполнонапря-
жѐнная конструкция может иметь минимальную массу [15]. Задача структурной оптимиза-
ции стержневых конструкций при нескольких случаях нагружения остаѐтся открытой. В 
этом плане представляется актуальным анализ свойств кристаллических структур [16] с по-
зиций строительной механики и теории упругости. 

Термин «структура» далее применяется к объектам, которые определяются количеством 
составляющих однородных элементов, способом соединения и расположением в простран-
стве. В инженерном деле, в частности в авиастроении, как синоним используется термин 
«силовая схема». При рассмотрении структур с материальным описанием элементов далее 
используется определение «конструкция с определѐнной структурой» или коротко «кон-
струкция» в зависимости от контекста. 

В данной работе рассматриваются прочностные характеристики гипотетического мате-
риала с регулярными стержневыми (ферменными) структурами с различной степенью внут-
ренней статической неопределимости представительного объѐма [17, 18] при различных 
внешних силовых воздействиях на материал конструкции.  
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Цель работы – поиск путей создания новых эффективных конструкций и материалов с 
использованием методов строительной механики. Соответствующая методологическая оп-
тимизационная задача на вербальном уровне формулируется следующим образом. Найти 
квазиизотропную стержневую (ферменную) структуру минимального объѐма (массы), удо-
влетворяющую ограничениям по прочности. 

1 Методика исследований 
Рассматривается квадратная плоская структура из некоторого материала, показанная на 

рисунке 1 и нагруженная внешними силами 
1 3

1 0P P  , . 
Стержни обозначены по номерам узлов. Приняты 

длины стержней 
13 24

1 0l l  ,  и площади поперечных се-
чений 

13 24
1 0F F  , . В данном примере стержни 13 и 24 

называются прямыми в отличие от косых – 12, 23, 34, 41. 
В качестве основного варианта конструкции приняты 

площади поперечных сечений 
12 23 34 41

0 707F F F F    ,  

из условия равенства объѐмов прямых и косых стержней.  
Для оценки эффективности силовых конструкций 

разработаны различные критерии [19-22], связанные в ос-
новном с соотношением таких противоречивых и конку-
рирующих характеристик, как прочность и вес.  

1.1 Силовой фактор G   

Силовой фактор G  определяет одновременно величину и протяжѐнность действия внут-
ренних усилий в конструкции. Для ферм - это сумма произведений модулей внутренних уси-
лий в стержнях на длины стержней 

1

n

i i
i

G N l


 , (1) 

где i  и n  – номер и число элементов. 
Рассматриваемая конструкция является статически неопределимой. Для оценки значи-

мости этого фактора образованы дополнительные варианты конструкции. На рисунке 2 обо-
значение б) соответствует основному варианту, варианты а) и в) - с площадями поперечных 
сечений косых стержней Fкосых = 1,0 и 0,5 соответственно. В предположении работы стерж-
ней только на растяжение-сжатие расчѐты дают распределение усилий в конструкции, пока-
занное на рисунке 2. 

а) б) в)  
Рисунок 2 – Величины усилий в стержнях и значения силового фактора в вариантах конструкции с различными 

объѐмами косых стержней. Здесь 
24 13

/    – коэффициент Пуассона, ε – относительное удлинение 

Силовые факторы рассмотренных структур при различных соотношениях объѐмов пря-
мых и косых стержней приведены на рисунке 2 и сведены в таблицу 1. 
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Рисунок 1 – Плоская структура 

из шести стержней 
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Понятие силового фактора и обозначение через G  впервые было предложено А.А. Ко-
маровым в 1965 году в [22] под названием «силовой вес». В монографии [23, с.107-156] в свя-
зи с особенностями перевода этого термина на английский язык В.В. Васильевым предложе-
но использовать термин силовой фактор (Load-carrying Factor). Это предложение представ-
ляется удачным, так как обобщение этого понятия на объѐмные конструкции со сложным 
напряжѐнным состоянием приводят к следующему выражению для вычисления силового 
фактора  

экв
G dV   (2) 

или приближенно 
n экв

i i
i

G V ,  (3) 

где 
экв

i
  – среднее эквивалентное напряжение в i-том элементе, 

i
V – объѐм элемента. 

Силовой фактор – величина размерная (Н ∙ м). Вычисление G  по (3) удобно, когда рас-
чѐт НДС конструкции ведѐтся по МКЭ. Многочисленными вычислительными эксперимен-
тами установлено, что величина G  определяется, в основном, структурой, еѐ геометриче-
скими размерами и нагрузкой. На этом основании построены простые «весовые формулы», 
которые позволяют вычислять теоретические и практические объѐмы материала конструк-
ций различных структур на ранних стадиях проектирования  

 теор
GV


 ,  (4) 

где   – допускаемое напряжение. 
Однако размерность критерия G  не позволяет ранжировать различные структуры и кон-

струкции по весовой эффективности. 

1.2 Безразмерный критерий силового совершенства структуры Ск  

Безразмерный критерий силового совершенства структуры Ск определяется как отноше-
ние силового фактора G  к характерной нагрузке P  и характерному размеру L  [24] 

к
GC
LP

 .      (5) 

В рассматриваемом примере (рисунок 1) целесообразно выбрать 
3

P P  и 
13

L l . Так 

как приведѐнные на рисунке 2 результаты силового расчѐта и вычисления G  сделаны для 
1L  м и 1P  Н, то значения соответствующих величин Ск 

 и G  совпадают. В предельном 
случае, когда площади поперечных сечений косых стержней равны нулю, внешние силы пе-
редаются по кратчайшему пути 

13
l  между узлами 1 и 3 с усилием в стержне N13 = P и Ск = 

1.0. В [13, 25] можно найти примеры вычисления Ск 
для разнообразных конструкций. На ри-

сунке 3 приводятся простейшие конструкции с соответствующими величинами Ск. 
Через Ск 

 можно оценить минимальный объѐм материала геометрически подобной кон-
струкции, задавая еѐ габариты – величину характерного размера L и величину характерной 
нагрузки P 
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Безразмерный коэффициент Ск 
связывает величину и протяжѐнность действия внутрен-

них усилий в конструкции. Чем он меньше, тем совершеннее силовая конструкция. 
Замечания.  
1. В статически определимых конструк-

циях Ск не зависит от распределения мате-
риала по элементам конструкции и опреде-
ляется только еѐ структурой (силовой схе-
мой) и способом приложения внешних сил. 

2. Вводимое здесь расширение понятия 
Ск на материалы предполагает возможность 
учѐта неоднородности структуры материала 
и, в перспективе, управление еѐ параметра-
ми. Например, в случае слоистого КМ сило-
вой фактор Gкм 

 некоторого объѐма V0 и ко-
эффициент Ск км  могут быть определены 
следующим образом 

0 0
1 1

1
n nэкв

км i i матр i
i iарм

G f V f V 
 

   ( ) , (2а) 

0 0

км
эквк км

G
C

V 
 , 

где 
i арм

  – модуль напряжения в однонаправленном слое с номером i  армирующих воло-

кон, 
i

f  – объѐмная доля волокон с i -той ориентацией в пакете, 
экв

матр
  – эквивалентное 

напряжение в матрице, V0 – характерный объѐм, 
0

экв
  – среднее эквивалентное напряжение в 

объѐме V0. 
В [25] приводится значение Ск км = 3 для равнонапряжѐнных композитных баллонов дав-

ления, совпадающее с результатами, полученными ранее Васильевым В.В. [26]. 
Упрощѐнная оценка массы конструкций из КМ через эквивалентные напряжения обо-

лочки [27, 28] без учѐта одноосной работы волокон может быть недостаточно адекватной. 

1.3 Учёт неравнопрочности  
На рисунке 4 показаны напряжения в трѐх вариантах конструкции в соответствии с обо-

значениями на рисунке 2. 

а) б) в)  

Рисунок 4 – Величины напряжений, коэффициентов избытка прочности    
и значения потребных объѐмов Vпр

 
вариантов конструкций 

Рисунок 3 – Примеры простейших конструкций с со-
ответствующими величинами безразмерного коэффи-

циента силового совершенства кС  [24] 
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Рассмотренные шестистержневые конструкции по своим механическим свойствам близ-
ки к хорошо изученным слоистым структурам КМ, образованного из однонаправленных сло-
ѐв с высокомодульным армированием. Можно видеть, что структура б) с равными объѐмами 
прямых и косых стержней соответствует квазиизотропной структуре КМ со схемой укладки 
[0°, 90°,  45°]. Полученные деформационные, силовые и прочностные характеристики прак-
тически совпадают. Поэтому данная стержневая структура (рисунок 1) может рассматри-
ваться как представительная ячейка [29] плоского мембранного слоистого композита. 

Эти конструкции с одинаковыми структурами имеют различные суммарные объѐмы ма-
териала стержней а б в

V
, ,

и большой разброс напряжений. 

Удобно принять   1 0  , и оценивать влияние неравнопрочности конструкции с исполь-
зованием понятия «избыток прочности» и безразмерного коэффициента избытка прочности 
 , определяя его как отношение допускаемого напряжения к максимальному, действующему 
в конструкции 
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В рассматриваемом примере на рисунке 4а максимальное напряжение имеет стержень 13. 
Его величина 

13
0 707  , .  

Коэффициент избытка прочности этой конструкции 1 0 1 414
0 707a

  
, ,

,
. 

Для того, чтобы повысить напряжение в стержне 13 до допускаемого, необходимо 
уменьшить его площадь поперечного сечения путѐм деления на коэффициент избытка проч-
ности 
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Чтобы распределение усилий в конструкции (рисунок 2а) не изменилось, необходимо в 
такой же пропорции изменить и сечения остальных стержней. Тогда суммарный объѐм мате-
риала всех стержней также изменится. Он назван потребным по прочности и обозначен пр

V  

4 828 3 414
1 414

, ,
,

a
a пр

V
V


   . 

Для удобства сравнительного анализа весовых и прочностных характеристик рассмот-
ренных вариантов конструкции с одинаковой структурой результаты выполненных расчѐтов 
сведены в таблицу 1. 

Таблица 1 – Результаты расчѐтов трѐх вариантов конструкции 

Вариант 
кос

F  V  
13

N  
24

N  
кос

N    G  
к

С  
max

 
min

 
пр

V  

а           
б           
в           

%            

Здесь %  – отношение разности максимальной и минимальной величины в соответ-
ствующем столбце к максимальной. 

Из данных таблицы 1 можно сделать следующие выводы. 
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 В простейшей статически неопределимой конструкции при изменении жѐсткостей косых 
стержней вдвое усилия в них также существенно изменяются (до 29%). 

 Характеристики G и Ск 
 также изменяются, но значительно меньше. 

 Использование безразмерного коэффициента Ск  по (6) даѐт прогноз минимального объ-
ѐма конструкции значительно более точный, чем прогноз через коэффициент избытка 
прочности. Например, для базовой конструкции б) 1 5

б
V 

min
,  вдвое меньше, чем 

3 0
б пр

V  , . 

Это обстоятельство позволяет использовать безразмерный критерий силового совершен-
ства конструкций для сравнения различных структур [20]. 

2 Исследование пространственных стержневых конструкций  
с регулярными структурами  

2.1 Выбор структур и конструкций   
Рассматривается представительный объѐм со структурой в виде кубической решѐтки 

Браве [16] (см. рисунок 5) с рѐбрами единичной длины в координатах x, y, z. В качестве базо-
вой конструкции принята структура из двенадцати ортогональных стержней, расположенных 
по рѐбрам, с единичной площадью их поперечных сечений Fорт

 
= 1,0. Объѐм материала этой 

конструкции Vорт
 
= 12. 

Можно предположить, что стержни линейно-
упругие, соединены в узлах шарнирно и одинако-
во работают на растяжение – сжатие. Данная кон-
струкция представляет собой механизм. Геомет-
рически неизменяемые конструкции далее обра-
зуются добавлением стержней в плоскостях гра-
ней и внутри решѐтки. Для нумерации структур и 
соответствующих конструкций используется об-
щее количество стержней.  Рассматриваются сле-
дующие структуры возрастающей сложности. 

Структура «16» образована добавлением че-
тырѐх стержней 1-7, 2-8, 3-5 и 4-6, которые называются диагональными (дг) длиной 1,732 с 
площадью поперечного сечения Fдг = 1,732. Объѐм этих стержней определѐн из условия ра-
венства объѐму стержней базовой конструкции. 

Структура «18» образована добавлением к базовой шести косых стержней 1-3, 3-8, 8-6, 
6-1, 1-8, 3-6 длиной 1,414 с Fкос = 1,414 из условия равенства объѐму ортогональных стерж-
ней Vорт. 

Структура «22» образована добавлением к структуре «18» четырѐх диагональных стерж-
ней с Fдг = 1,732. 

Структура «24». Двенадцать косых стержней длиной 1,414 и Fкос 12 = 0,707 расположены 
по два в каждой грани. 

Структура «28» образована добавлением к структуре «24» четырѐх диагональных стерж-
ней длиной 1,732 с площадью поперечного сечения 1,732. 

На рисунке 6 показаны структуры «16», «18» и «24». 
В сформированных структурах используется 13 возможных направлений ориентации 

стержней, считая базовые, с объѐмом материала отдельно взятых стержней от 1 до 3. Этот 
набор конструкций – вариант 1. В качестве второго варианта набора конструкций рассмат-

 
Рисунок 5 – Базовая кубическая структура  
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риваются те же структуры «16 – 28» с одинаковыми площадями поперечных сечений всех 
стержней 1 0

i
F  , . 

 
Рисунок 6 – Примеры кубических структур с возрастающей сложностью 

При разработке варианта 3 конструкций со структурами «16 – 28» в качестве референт-
ного объѐма стержней базовой конструкции использовался только объѐм стержней, имею-
щих одинаковое направление, например по оси 4

x орт
x V  . Соответственно по каждому 

из четырѐх диагональных направлений площадь поперечного сечения стержня назначалась 

4
2 309

дг
F  , . Площади сечений шести косых стержней с оригинальной ориентацией каждо-

го для структуры «18» назначались 
6

2 828
кос

F  , . Площади сечений двенадцати косых 

стержней для структур «24» и «28» назначались 
12

1 414
кос

F  ,  и располагались по два в 
каждой грани, из которых только один имеет оригинальную ориентацию, как в структуре 
«18». При таком подходе к распределению материала по стержням реализуется принцип рав-
ного обеспечения каждого оригинального направления в представительном объѐме материа-
ла.  

2.2 Выбор нагрузок и вычислительные эксперименты 
Нагрузки на представительный объѐм, заполненный стержневыми конструкциями, могут 

быть приложены в узлах в виде сосредоточенных сил. При назначении нагрузок использова-
лись следующие соображения. Предполагалось, что представительный объѐм находится 
внутри некоторой гипотетической упругой изотропной среды, в которой могут действовать 
однородные нормальные и касательные напряжения различной величины и ориентации. Уз-
ловые силы назначались из условия статической эквивалентности напряжениям, действую-
щим на грани представительного объѐма, и считались для стержневых конструкций внешни-
ми. 

Для исследования прочностных характеристик сформированных структур и конструкций 
рассматривались четыре случая нагружения внешними силами в узлах представительного 
объѐма, показанные на рисунке 7 и обозначенные римскими цифрами. 

I случай нагружения четырьмя узловыми силами 1 0
i

P  ,  соответствует растяжению 

сплошного тела 1-8 в направлении оси z (рисунок 7а) с напряжением 4  Н/м2 и равнодей-
ствующей характерной нагрузкой 4

I
P  Н, приложенной к грани 1234. 

Три следующих случая нагружения соответствуют сдвигу представительного объѐма с 
касательным напряжением 2 308  , Н/м2 и характерной касательной нагрузкой 

2 308
II III IV

P P P   ,  Н в различных направлениях (рисунки 7б, 7в, и 7г соответственно): 
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II случай 
II

P  – равнодействующая касательных сил, действующих на грани 1234 в 
направлении оси х; 
III случай 

III
P  – равнодействующая касательных сил, действующих на грани 1234 под 

углом 45° к оси х; 
IV случай 

IV
P  – одновременное действие сил растяжения в направлении оси z и сжатия 

в направлении оси x, приложенных к граням 1234 и 4378 соответственно. 

 
Рисунок 7 – Узловые нагрузки, действующие на рассматриваемые конструкции,  

и соответствующие характерные нагрузки (двойные стрелки) 

Выбор случаев нагружения обусловлен тем, что данные виды напряжѐнного состояния 
часто оказываются определяющими прочность конструкций из традиционных материалов. 
Величина характерного касательного напряжения задана из условия равенства эквивалентно-
го напряжения, вычисленного по четвѐртой теории прочности (Губера-Мизеса), соответ-
ствующему одноосному напряжению в первом случае. Расчѐты описанных конструкций вы-
полнялись по МКЭ с закреплениями, показанными на рисунке 5. 

Примечания. 
1. Конструкция «16» способна воспринять самоуравновешенные нагрузки, показанные на 

рисунке 7а. Однако она геометрически изменяема. Поэтому в расчѐтах НДС конструкции с 
этой структурой добавлялись косые стержни, как в структуре «18», с площадью поперечного 
сечения на три порядка меньшей, чем в базовой конструкции Fорт. 

2. При вычислении Ск 
 в качестве характерной нагрузки P использовалась равнодейству-

ющая сил, приложенных в узлах одной грани с уравновешиванием в узлах противоположной 
грани. При таком подходе в рассматриваемых задачах в качестве характерной одноосной 
нагрузки принималась 4

I
P  Н и характерные касательные 2 308

II III IV
P P P   , Н. В каче-
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P  Н и характерные касательные 2 308

II III IV
P P P   , Н. В каче-

 

стве характерного размера L конструкции выбиралось расстояние от плоскости приложения 
характерной нагрузки до противоположной – уравновешивающей. В данном случае – длина 
ребра L = l15 = 1,0  м. Таким образом конструкция рассматривается как устройство для пере-
дачи нагрузок P на расстояние L.  

3. Допускаемое напряжение   1 0  , во всех случаях нагружения. 
Результаты расчѐтов НДС конструкций обрабатывались по методике раздела 1 и пред-

ставлены на рисунке 8 и в таблицах 2 – 5. 
На рисунке 8 представлены максимальные напряжения для каждой структуры, выбран-

ные из рассматриваемых случаев нагружения для каждого из трѐх вариантов распределения 
материала в конструкциях. 

а) б)  

в)  
Рисунок 8 – Максимальные напряжения в стержнях: а) вариант 1, б) вариант 2, в) вариант 3 

В таблицах 2 – 4 для трѐх вариантов распределения материала приводится информация, 
полезная для оценки весовой эффективности рассматриваемых конструкций. Как аналог 
массы используется объѐм стержней V . Символом d обозначено количество оригинальных 
направлений стержней в соответствующих структурах. Римские цифры указывают на при-
надлежность соответствующих максимальных величин случаям нагружения. В качестве без-
размерной величины весовой эффективности рассматриваемых вариантов распределения ма-
териала в конструкциях используются отношения Vпр / V4, где V4 = 4,0 - объѐм конструкции 
из четырѐх стержней, нагруженных только растяжением, как показано на рисунке 7а, и от-
ношения Vmin / V4, где Vmin 

 - прогнозно-минимальные объѐмы конструкции, вычисляемые 
по (6). 

Таблица 2 – Первый вариант распределения материала 
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Таблица 3 – Второй вариант распределения материала 
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Таблица 4 – Третий вариант распределения материала 
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В таблице 5 даны вычисленные значения Ск для всех рассмотренных вариантов кон-

струкций и всех случаев нагружения. 

Таблица 5 – Значения коэффициента Ск 
 

к
C  

I вариант 
i

F  II вариант 
i

F  III вариант 
i

F  

I II III IV I II III IV I II III IV 
16            
18            
22            
24            
28            

3 Анализ результатов расчѐтов  
Вычислительные эксперименты позволяют сформулировать следующие соображения. 
1. Относительная близость значений максимальных напряжений в конструкциях со 

структурами «24» и «28» в существенно различных случаях нагружения (рисунок 8) свиде-
тельствует о том, что поставленная в работе задача найти квазиизотропную пространствен-
ную упругую систему из стержней имеет решение (с определѐнной точностью). 

2. Можно видеть (рисунок 8) практически полное совпадение максимальных напряжений 
(отмеченное кружками) в конструкциях «24» и «28» в случаях нагружения I и II. С точки 
зрения прочности сформированные стержневые конструкции ведут себя как изотропный ма-
териал, соответствующий критерию Губера-Мизеса. 

3. Свойство квазиизотропности в рассмотренных примерах обеспечено использованием 
кубической решѐтки Браве в качестве базовой структуры, последовательным наращиванием 
количества направлений дополнительных связей в структуре с сохранением симметрии от-
носительно центра тяжести представительного объѐма, а также назначением одинакового ко-
личества материала стержней по каждому направлению (рисунок 8в). 

4. Вычисление отношений потребных по прочности объѐмов Vпр каждой из рассмотрен-
ных к минимальному объѐму V4 = 4,0  конструкции из четырѐх стержней, нагруженных толь-
ко растяжением (рисунок 7а), даѐт величины в среднем близкие к 6,0 (таблицы 2-4). Откуда 
следует, что хаотическое армирование в объѐмных КМ позволяет реализовать не более 17% 
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Таблица 3 – Второй вариант распределения материала 
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Таблица 4 – Третий вариант распределения материала 

n  V  d  
max

 G
max

 
к

C
max

 
min

 
пр

V  
4пр

V V/  V
min

 
4

V V
min

/  

16          
18          
22          
24          
28          

 
В таблице 5 даны вычисленные значения Ск для всех рассмотренных вариантов кон-

струкций и всех случаев нагружения. 

Таблица 5 – Значения коэффициента Ск 
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3 Анализ результатов расчѐтов  
Вычислительные эксперименты позволяют сформулировать следующие соображения. 
1. Относительная близость значений максимальных напряжений в конструкциях со 

структурами «24» и «28» в существенно различных случаях нагружения (рисунок 8) свиде-
тельствует о том, что поставленная в работе задача найти квазиизотропную пространствен-
ную упругую систему из стержней имеет решение (с определѐнной точностью). 

2. Можно видеть (рисунок 8) практически полное совпадение максимальных напряжений 
(отмеченное кружками) в конструкциях «24» и «28» в случаях нагружения I и II. С точки 
зрения прочности сформированные стержневые конструкции ведут себя как изотропный ма-
териал, соответствующий критерию Губера-Мизеса. 

3. Свойство квазиизотропности в рассмотренных примерах обеспечено использованием 
кубической решѐтки Браве в качестве базовой структуры, последовательным наращиванием 
количества направлений дополнительных связей в структуре с сохранением симметрии от-
носительно центра тяжести представительного объѐма, а также назначением одинакового ко-
личества материала стержней по каждому направлению (рисунок 8в). 

4. Вычисление отношений потребных по прочности объѐмов Vпр каждой из рассмотрен-
ных к минимальному объѐму V4 = 4,0  конструкции из четырѐх стержней, нагруженных толь-
ко растяжением (рисунок 7а), даѐт величины в среднем близкие к 6,0 (таблицы 2-4). Откуда 
следует, что хаотическое армирование в объѐмных КМ позволяет реализовать не более 17% 

 

прочности армирующего материала. В примере раздела 2 соответствующее соотношение со-
ставило 3,0, которое хорошо известно для слоистых мембранных композитов и доказывается 
теоретически. Полученное в данной работе соотношение 6,0, по-видимому, соответствует 
теоретическому. 

5. Определѐнный интерес представляет анализ величин Ск. В таблицах 2 – 4 представле-
ны результаты вычисления Ск max

 
для конструкций в различных случаях нагружения. В экс-

перименте площади поперечных сечений стержней назначались от 0,707 до 2,828. Из полу-
ченных результатов следует, что величина Ск max

 
определяется в основном структурой и ори-

ентацией характерной нагрузки. Значительно меньше этот критерий зависит от распределе-
ния материала по элементам конструкции.  

6. В рассмотренных задачах величина Ск 
 примерно одинакова по соответствующим слу-

чаям нагружения (таблица 5). Причѐм во втором случае 
II

P  эта величина, соответствующая 
сдвиговой нагрузке (рисунок 7б), примерно вдвое больше, чем при простом растяжении (ри-
сунок 7а). Этот результат хорошо согласуется с примерами а) и в) на рисунке 3. Четвѐртый 
вариант нагрузки 

IV
P  (рисунок 7г, также сдвиговой), даѐт вдвое меньшую величину Ск 

 по 
отношению ко второму, что объясняется совпадением ориентации главных напряжений в 
этом случае нагружения с ориентацией стержней в базовой ортогональной конструкции (ри-
сунок 5). 

7. В таблицах 2 – 4 дана выборка Ск max для каждой структуры из всех случаев нагруже-
ния. Через эти величины по (6) определены прогнозно-минимальные объѐмы конструкции 
Vmin, которые могут быть получены в результате оптимизации поперечных сечений стержней 
по условию прочности. В этих результатах следует отметить существенное отличие Vmin 

 от 

пр
V  в меньшую сторону для всех структур в среднем в три раза. 

8. В таблицах 2 – 4 приводится информация о случаях нагружения, которые определили 
соответствующие значения 

max
 и Ск max

 
рассмотренных конструкций. В подавляющем 

большинстве – это сдвиговые нагрузки. Данный вывод соответствует выводам Дж. Гордона о 
важности понимания и учѐта касательных напряжений конструкторами и материаловедами. 

Заключение 
В выполненной работе представляется наиболее существенным способ установления со-

ответствия между пространственной структурой конструкции и величиной еѐ безразмерного 
критерия силового совершенства. Методика генерации рациональных стержневых структур 
на основе решѐток Браве может использоваться в проектной деятельности, например, для 
разработки модулей крупноразмерных космических конструкций и проектирования КМ раз-
личной природы. Как развитие данной работы представляет интерес проведение совместно с 
материаловедами силового анализа известных и перспективных кристаллических структур, 
которые должны обладать некоторыми экстремальными свойствами.  

Таким образом, стержневое моделирование обладает определѐнным потенциалом для 
прогнозирования ряда механических характеристик материалов и конструкций. 
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