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Аннотация 
Рассматривается формообразование поверхностей аналитическими методами и их визуализация 
средствами компьютерной графики. Эта тема привлекает внимание архитекторов, инженеров и 
учѐных-механиков, которым важно видеть поверхности в конструкциях машин различного назна-
чения и в формах сооружений, аппроксимировать сложные поверхности более простыми – анали-
тическими; выбирать рациональную форму оболочки из нескольких вариантов, учитывая функци-
ональные, технологические и эргономические требования к изделию. Цель работы заключается в 
исследовании способов образования форм поверхностей. Методом исследования является общая 
аналитическая теория прикладного формообразования поверхностей, соответствующая современ-
ным требованиям применения компьютерных технологий. В работе получены параметрические 
уравнения циклической поверхности Иоахимсталя, показаны возможности формообразования та-
ких поверхностей, которые рекомендованы для практического использования. На примерах визуа-
лизации поверхностей средствами компьютерной графики (программа Maple) показано примене-
ние аналитических моделей, позволяющих оценить конструктивные и эстетические качества обо-
лочки в научных исследованиях, проектировании, изготовлении. Определены пути разработки 
аналитического аппарата, который позволяет моделировать процесс криволинейного проецирова-
ния и образования поверхностей как системы проецирующих лучей, проходящих через заданную 
проекцию поверхности. Целенаправленный выбор параметрической формы аналитического моде-
лирования поверхностей способствует использованию моделей в системах автоматизированного 
проектирования, подготовки производства и в современных пакетах компьютерной графики 
(Компас 3D, Renga, Revit, Ansys, Лира Сапр, Scad и др.). 
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Введение 
Конструктивные способы образования поверхностей создавались в разные времена и со-

ответствовали потребностям науки и техники [1, 2]. Первым из них был кинематический ме-
тод, который появился вместе с возникновением начертательной геометрии [3]. На стадии 
зарождения этот метод был применѐн для формообразования линейчатых поверхностей. 
Первой вехой в развитии этого метода явилось отнесение одной из инцидентных линий в 
бесконечность. В классе линейчатых поверхностей был выделен подкласс линейчатых по-
верхностей с плоскостью параллелизма – поверхностей Каталана1. Следующим конструк-
тивным способом образования поверхностей следует признать способ преобразований, появ-
ление которого связано с зарождением научной специальности «Прикладная геометрия, ин-
                                                           
1 Hazewinkel Michiel, ed. (2001). Catalan surface, Encyclopedia of Mathematics, Springer, ISBN 978-1-55608-010-4. 
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женерная графика». Первыми шагами использования способа преобразований стали приме-
нения аффинных и гомологических преобразований сложных поверхностей в более простые 
с целью упрощения решения задач начертательной геометрии [4]. 

Дальнейшее развитие прикладной геометрии поверхностей ассоциировалось с решением 
в основном методологических проблем: теории определителя поверхности [5], теории карка-
са [6], теории параметризации [7]. Способ изъятия линейного каркаса поверхности с множе-
ственного числа, в частности с конгруэнции линий, следует из этих теорий. Одним из рас-
пространѐнных способов выделения линейного каркаса поверхности с конгруэнции является 
погружение в неѐ линии. Кроме конгруэнции прямых в формообразовании поверхностей 
применяются конгруэнции окружностей, парабол [8], плоских кривых [9], цилиндрических 
винтовых линий, конических винтовых линий [10]. 

Вопросам формообразования оболочек посвящено большое количество работ. Геометри-
ческие исследования формообразования оболочек в архитектуре обобщены в [11]. До сере-
дины ХХ века точный аналитический метод расчѐта циклических оболочек был заменѐн 
приближѐнным расчѐтом относительно простых систем, на которые можно было расчленить 
конструкцию. Инженеры, механики и архитекторы, используя только приближѐнные методы 
расчѐта, создали немало конструкций и сооружений в форме циклических поверхностей. Из 
циклических поверхностей широко известны и используются: поверхности вращения, круго-
вые винтовые поверхности и трубчатые поверхности с произвольной плоской линией цен-
тров. В циклических поверхностях одно семейство образующих кривых представляет собой 
окружности постоянного или переменного радиуса, что значительно упрощает процесс изго-
товления тонких оболочек в форме этих поверхностей. 

Аналитическому описанию циклических поверхностей, в т.ч. поверхностей Иоахимста-
ля2, с использованием различных подходов посвящено много работ [12, 13]. Конструктивная 
схема формообразования поверхности Иоахимсталя заключается в отыскании поверхности, 
несущей на себе траектории, ортогональные к семейству сфер с центрами на прямой [14]. 

1 Постановка задачи и методы 
В работе использованы приѐмы формообразования оболочек из циклических поверхно-

стей Иоахимсталя. Аналитическим методом исследована система проецирования сплошной 
конгруэнцией окружностей с общей радикальной осью, любая проецирующая поверхность 
которой – циклическая поверхность Иоахимсталя. 

Пучком окружностей на плоскости называют множество окружностей1, имеющих об-
щую радикальную ось. В зависимости от количества общих точек, имеющих окружности 
пучка с радикальной осью, пучки могут быть: гиперболические (нет общих точек), парабо-
лические (одна общая точка) и эллиптические (две общие точки). Пучки окружностей с цен-
трами на осях OX и OZ, радикальными осями которых являются соответственно оси OZ и 
ОХ, называют сопряжѐнными. Параметрические уравнения семьи окружностей имеют вид: 
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где a – абсциссы центра, r – радиус любой окружности, u – параметр пучка. В кинематиче-
ском способе формообразования поверхностей функции 

                                                           
2 Поверхностью Иоахимсталя называют поверхность с семейством плоских линий кривизны, лежащих в плоскостях пучка. 
См., например, Шуликовский В.И. Классическая дифференциальная геометрия. М.: Госиздат. физ.-мат. лит-ры. 1963. 540 с. 
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),,(),,,(),,,( vutzvutyvutfx    выражают связь между прямоугольными декарто-
выми координатами x, y, z и специальной параметризацией пространства с помощью пара-
метров u, v, которые являются криволинейными координатами на поверхности-носителе, и 
параметра положения t поверхности-носителя в его движении. Вращением вокруг оси OZ 
пучка (1) можно прийти к конгруэнции окружностей, параметрические уравнения которой: 
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Поскольку пучок окружностей (1) симметричен относительно оси OZ, вращать для полу-
чения конгруэнции следует не весь пучок, а его часть, расположенную в полуплоскости. 
Конгруэнцию (2) окружностей с общей радикальной осью называют сплошной. 

Если вращать вокруг общей радикальной оси пучок окружностей вместе с сопряжѐнным 
пучком, первый описывает конгруэнцию траекторий, ортогональных к семейству сфер, обра-
зованных вращением сопряжѐнного пучка. Таким образом, чтобы получить параметрические 
уравнения циклической поверхности Иоахимсталя, необходимо воспользоваться уравнения-
ми, выражающими поверхность как множество лучей конгруэнции ортогональных траекто-
рий, которые проецируют линию: 
 )(),(),( wzwywfx   . (3) 

Линию следует выбрать на одной из сфер, образованной вращением окружности сопря-
жѐнного пучка. В результате получается уравнение поверхности, как семьи окружностей 
конгруэнции (2), проецирующих точки линии (3): 
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а, r – соответственно расстояние от радикальной оси центра и радиус окружности, что вместе 
с радикальной осью задаѐт пучок окружностей, который в результате вращения образу-
ет конгруэнцию окружностей; 

r, a – соответственно расстояние от начала координат на радикальной оси и радиус сферы 
инциденции сферической линии; 

w0 – широта начальной параллели, которая является криволинейной осью синусоидальной 
сферической линии, аналога оси абсцисс плоской синусоидальной кривой; 

c – криволинейная амплитуда синусоидальной сферической линии – аналог амплитуды плос-
кой синусоидальной кривой; 
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n – количество складок (целое); 
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0222  zayx ,                                                           (6) 

   

Рисунок 1 – Первичный гипербо-
лический и сопряженный эллипти-

ческий пучки окружностей 

Рисунок 2 – Первичный эллиптиче-
ский и сопряжѐнный гиперболиче-

ский пучки окружностей 

Рисунок 3 – Первичный и сопря-
жѐнный параболические пучки 

окружностей 
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удовлетворяет уравнению (4) при .0r  
Из уравнения (4) при условии z = 0 следует: 0tsin , что было обусловлено ранее, когда 

назначалось начало отсчѐта параметра t; равенство нулю подкоренного выражения: 
,sin)cossin(sin)cos( 0422 2422222222222   aaaaaaa           (7) 

где ).sin( nwcw  0  
Равенство (7) возможно в двух случаях: 0a  или .sin 0  Сопоставив, получится 

000  cw , . Поскольку w0 и с использованы в представлении сферической линии на одной 
из сфер пучка, образованного сопряжѐнным пучком окружностей, то подставив полученные 
значения ,0r 10  tt cos,sin  в уравнения (4), получится: 

.,sin,cos 0
2

2
2

2
2

3

2

3
 z

a
way

a
wax                                               (8) 

Если возвести обе части последних равенств (8) в квадрат и приравнять суммы левых и 
правых частей полученных равенств, получится выражение: 

.2222 azyx                                                              (9) 
(9) – уравнение сферы, которое при z = 0 переходит в уравнения (6) линии пересечения 

сферы плоскостью z = 0. 
Таким образом, при 0000 0  cwzr ,,,  получается сферическая линия – окруж-

ность (6), которую нельзя использовать для представления поверхности (4), поскольку лучи 
конгруэнции, образованные первоначальным пучком, есть окружности нулевого радиуса. 

Случай 2. a < r (d <0). Первоначальный пучок окружностей – эллиптический (рисунок 2), 
все его окружности проходят через две фиксированные точки, расположенные на оси OZ: 

).,(),,( 22
2

22
1 00 arNarN   

Точки N1, N2 являются фокальными для конгруэнции ортогональных траекторий семьи 
сфер, образованной сопряжѐнным пучком окружностей. Любая поверхность конгруэнции 
проходит через эти точки. Значение параметра t для них: 




r
art

22
arcsin

 .                                                      (10) 
В этом случае необходимо принимать во внимание уравнение, показывающее равенство 

нулю радиуса сферы, которая принадлежит пучку, образованному сопряжѐнным пучком 
окружностей. 

Случай 3. a = r (d = 0). Первоначальный и сопряжѐнный пучки окружностей – параболи-
ческие (рисунок 3). 

Окружности первоначального пучка и образованной им конгруэнции соприкасаются с 
радикальной осью OZ. Окружности сопряжѐнного пучка соприкасаются с радикальной осью 
OX, а образованные ими сферы семьи с центрами на OZ соприкасаются с плоскостью XOY. 
Как первые, так и вторые касания происходят в начале координат, который можно рассмат-
ривать как вырождение окружности конгруэнции – геометрического места окружности нуле-
вого радиуса первоначального пучка при его вращении вокруг OZ в момент перехода гипер-
болического первоначального пучка в параболический. 

Т.к. а и r входят в определитель как первоначального, так и сопряжѐнного пучков 
окружности, которые в свою очередь образуют соответственно конгруэнцию ортогональных 
траекторий и семью сфер, непосредственно окружность радиуса r с центром (a, 0) и сфера 
радиуса а с центром (0, r) могут быть вне области определения создаваемой поверхности 
Иоахимсталя. Такое же заключение можно сделать в отношении сферической линии, которая 
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задаѐтся функциями )(),(),( wwwf   на сфере радиуса а с координатами центра (0, r). Об-
ласть определения поверхности зависит от интервала значений t, который определяется в 
процессе построения. 

При d < 0 и интервале t поверхность будет иметь две конические точки ),( 22
1 0 arN   и 

),( 22
2 0 arN  . Рисунок 4 демонстрирует такой случай при 

6
70 

 t . Построения по-

верхностей производились с помощью программы Maple. 

 
Рисунок 4 – При d < 0 и интервале 

6
70 

 t  поверхность имеет две конические точки  

),( 22
1 0 arN   и ),0( 22

2 arN   
 

Добиться исключения отсека, расположенного между коническими точками, можно 

уменьшением интервала до 
6

50 
 t  (рисунок 5). 

 
Рисунок 5 – При d < 0 уменьшение интервала до 

6
50 

 t  для исключения отсека,  

расположенного между коническими точками 

 Пределу интервала отвечает одна коническая 

точка. Дальнейшее уменьшение интервала 
2

0 
 t  

приводит к появлению отверстия (рисунок 6). 
Следует отметить, что касательные в точках N1, 

N2 к семье линий w = const, по которым поверхность 
(4) пересекается с плоскостями пучка и с осью OZ, 
образуют конусы (рисунок 7). При d = 0 точки N1 и 
N2 совпадают друг с другом и с началом координат. 
Окружности w = const не пересекаются с осью OZ, а 
соприкасаются с ней в начале координат. Конус касательных к линиям w = const поверхности 
(4) вырождается в прямую линию – ось OZ. Особой точке (начало координат) поверхности 
(4) отвечает значение t  (рисунок 7). 

 
 

Рисунок 6 – Появление отверстия при 
уменьшении интервала до 

2
0 

 t  
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Поскольку наличие такой острой формы 
в конструкциях крайне нежелательно, для 
предотвращения еѐ появления рекомендова-
но назначать соответствующую границу ин-
тервала таким образом, чтобы интервал не 
содержал t . Если ограничиться значе-
ниями 20  t  (исключая t ), то верх-
ней границе интервала t  определения 
поверхности соответствует еѐ направлен-
ность остриѐм вниз, нижней границе – 
остриѐм вверх (рисунок 8). 

 

        
Рисунок 8 – Положение острия поверхности (остриѐ вниз при t , остриѐ вверх при t ): 

а) при 351  t,  ; б) при 55,3  t  
Конгруэнция окружностей, образованная первоначальным пучком, имеет плоскость 

симметрии XOY. Поэтому смена знака параметра w0 на противоположный не влияет на по-
ложение и направление острой формы (рисунок 9) в особой точке (начале координат).  

 
Рисунок 9 – Форма поверхности при смене знака параметра w0: а) при 

40


w ; б) при 
40


w  

Параметр w0 влияет на величину проекции амплитуды с на ось OZ. На рисунке 10 
наглядно показано влияние изменения параметра с на получаемые модели поверхности. Ам-
плитуда сферической синусоидальной линии – это еѐ экстремальное отклонение вдоль мери-
диана сферы от окружности с широтой w0.  

На форму поверхности также влияет параметр n, который соответствует количеству 
складок. При n = 1 получается дважды циклическая поверхность Иоахимсталя – отсек цик-
лиды Дюпена (рисунок 11а), при n = 2 поверхность напоминает шляпу (рисунок 11б), при 
n > 2 – появляются хорошо выраженные складки, количество которых равно n. 

Необходимо подчеркнуть, что семьи координатных линий constw   (окружности или их 
дуги) и constt   (сферические линии) являются линиями кривизны. Соединение (совпаде-
ние) координатной сетки с сеткой линий кривизны важно при использовании методов расчѐ-
та оболочек. 

 

 
Рисунок 7 – Особая точка (начало координат) поверх-
ности (4) при d = 0, которой соответствует значение 

t  
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Рисунок 7 – Особая точка (начало координат) поверх-
ности (4) при d = 0, которой соответствует значение 
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Рисунок 10 – Модели поверхности при разных значениях параметра с: 

а) с = 0,07; б) с = 0,15; в) с = 0,2; г) при с = 0 получается поверхность вращения 
 

 
Рисунок 11 – Поверхности при разных значениях параметра n, который соответствует количеству складок:  

а) при n = 1 получается дважды циклическая поверхность Иоахимсталя – отсек циклиды Дюпена;  
б) при n = 2 поверхность напоминает шляпу 

3 Выводы 
По результатам анализа исследований, проведѐнных в области образования поверхно-

стей лучами криволинейного проецирования, можно сделать следующие выводы. 
На примерах показаны широкие возможности формообразования циклических поверх-

ностей Иоахимсталя, которые рекомендованы для использования в проектировании складча-
тых оболочек, благодаря следующим свойствам:  
 многопараметричность общих моделей, позволяющая охватить широкий круг форм ва-

рьированием значениями параметров;  
 отнесение к линиям кривизны, что является предпосылкой применения методов расчѐта 

оболочки на прочность;  
 программные реализации разработанных аналитических моделей позволяют оценить 

конструктивные и эстетические качества оболочки по наглядным графическим изобра-
жениям. 
Применение методов криволинейного проецирования и поверхностей, образуемых этими 

методами, охватывают различные области [17-24]: решение задач начертательной геометрии, 
профилирование режущего инструмента, конструирование исполнительных органов земле-
обрабатывающих машин, моделирование пространства на плоскости, конструирование обо-
лочек. Системы проецирования рассматриваются не только на плоскости, но и на криволи-
нейных поверхностях. 

Полученные поверхности и их алгебраические описания можно использовать для разра-
ботки удобных для работы плагинов различных программных комплексов (рисунки 12-16), в 
том числе для программ геометрического 3D моделирования и BIM программ (Компас 3D, 
Nanocad, Inventor, Renga, Revit и др.), а также для разработки расчѐтных моделей объектов не 
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только для получения геометрии, но и при формирования сетки (Meshing) расчѐтных моде-
лей (программы Ansys, ЛИРА САПР, Scad и др.) [25-27]. 
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Рисунок 16 – Модели навесов 

Заключение 
Применение систем криволинейного проецирования в научных исследованиях, проекти-

ровании и производстве на оборудовании с числовым программным управлением сдержива-
ется отсутствием общей математической модели, на основе которой можно было бы разраба-
тывать и развивать необходимые компьютерные технологии. Такая ситуация вызвана тем, 
что способы криволинейного проецирования зарождались и развивались на конструктивной 
основе, их аналитические интерпретации были разрознены и не привели к возникновению 
схемы обобщѐнного характера. Решения основывались на алгебраическом подходе, в то вре-
мя как современные программные продукты в этой области ориентированы на параметриче-
ское представление. 

Общая аналитическая модель, предложенная в работе, реализована для систем криволи-
нейного проецирования, лучами которых являются окружности. Циклические поверхности 
могут принимать привлекательные с точки зрения архитектора формы. Поэтому важно иметь 
теоретическое обобщение поставленной задачи, которое представлено в разработке общей 
аналитической модели систем криволинейного проецирования и их проецирующих поверх-
ностей, отличающихся параметрическим представлением, которое позволяет выделить ха-
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рактерную семью линий на поверхности в системах компьютерной графики и затем в систе-
мах с числовым программным управлением программировать обработку вдоль этих линий. 
На параметрическое представление ориентированы современные пакеты автоматизирован-
ных систем научных исследований, автоматизации проектных работ и технологической под-
готовки производства. 
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The article discusses the shaping of surfaces by analytical methods and their visualization by means of computer 
graphics. . This topic attracts the attention of architects, engineers and mechanical scientists, for whom it is important to 
see the surfaces in the structures of machines for various purposes and in the forms of structures, to approximate com-
plex surfaces with simpler ones - analytical ones; choose a rational form of the shell from several options, taking into 
account the functional, technological and ergonomic requirements for the product. The purpose of the work is to study 
the methods of formation of surface shapes. The research method is the general analytical theory of applied surface 
shaping, which meets modern requirements for the use of computer technology. In this paper, parametric equations of 
the cyclic surface of Joachimsthal are obtained, the possibilities of shaping such surfaces, which are recommended for 
practical use, are shown. Using examples of visualization of surfaces by means of computer graphics (Maple program), 
the use of analytical models is shown, which makes it possible to quickly and reliably assess the constructive and aes-
thetic qualities of the shell in scientific research, design, and manufacture. The ways of developing an analytical appa-
ratus are determined, which allows modeling the process of curvilinear projection and the formation of surfaces as a 
system of projecting rays passing through a given surface projection. The purposeful choice of the parametric form of 
analytical modeling of surfaces contributes to the direct use of models in automated design systems, pre-production 
systems and in modern computer graphics packages (Kompas 3D, Renga, Revit, Ansys, Lira Sapr, Scad, etc.). 
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