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Аннотация 
Проведено исследование рабочего пространства планарного трѐхзвенного манипулятора. За осно-
ву взяты аналитические зависимости, позволяющие решить прямую задачу кинематики, т.е. опре-
делить координаты центра схвата по трѐм обобщѐнным координатам манипулятора. Выполненный 
анализ позволил дать геометрическую трактовку зависимостей. Установлено, что рабочим про-
странством манипулятора является трѐхпараметрическое множество точек. На плоскости это мно-
жество точек представлено в виде двух дисков, состоящих из кольцевых ячеек, для которых полу-
чены соответствующие аналитические зависимости. Геометрическим образом этого множества 
является трѐхмерный тор. Полученные модели визуализированы, что облегчает решение указан-
ной задачи. Для определения значений обобщѐнных координат центра схвата в зависимости от его 
положения выполнено отображение ортогональным проецированием полученных в работе се-
мейств окружностей в четырѐхмерное пространство. В результате получены трѐхмерные гиперпо-
верхности в четырѐхмерном пространстве. Их исследование предложено выполнять построением 
моделей сечений гиперповерхностей гиперплоскостями. Такие модели в режиме визуализации 
позволяют решать прямую и обратную задачи кинематики исследуемого манипулятора.  
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Введение 
Планарные двух- и трѐхзвенные манипуляторы (ТМ) часто используются в робототехни-

ке, в частности, в качестве испытательных стендов при исследовании ТМ [1]. Одна из задач 
исследования заключается в генерации желаемых траекторий ТМ. В статье [2] такая задача 
для планарного ТМ рассматривается на основе решения обратной задачи кинематики с по-
мощью нейронной сети. Сложность решения обратной задачи кинематики для роботов-
манипуляторов обусловлена геометрией робота и нелинейными тригонометрическими урав-
нениями, описывающими положение его звеньев в декартовом пространстве [3, 4].  

Ряд способов решения этой задачи приводится в работах [5-7]. Суть метода обратных 
преобразований заключается в составлении матриц перехода из системы координат одного 
звена в систему координат соседнего звена. В этом случае используют метод Данавита–
Хартенберга. Известны методы решения обратной задачи кинематики с использованием мат-
риц Якоби [8]. Эффективность геометрического и компьютерного моделирования для визуа-
лизации объектов показана в работе [9]. 

Важной задачей является установление рабочего пространства манипулятора [10]. Ос-
новными методами исследования рабочего пространства являются: аналитический, числен-
ный, геометро-графический, в т.ч. с использованием систем автоматизированного проекти-
рования и компьютерной графики.  
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В работе [11] выполнен систематический анализ характеристик рабочего пространства на 
основе исследования соотношений между длинами звеньев манипулятора и выделены три 
класса ТМ. Модели решений представлены в виде дисков, включающих диапазон кольцевых 
рабочих ячеек. Областями этих диапазонов являются облака точек. 

В статье [12] для моделирования рабочего пространства ТМ использован численный ме-
тод Монте-Карло для решения прямой задачи кинематики. 

В работе [13] исследование направлено на определение положения и ориентации базы 
манипулятора относительно заранее заданной рабочей среды. Численные методы размеще-
ния робота основаны на определении точной границы рабочего пространства. Задача реша-
ется без применения алгоритма обратной кинематики с использованием некоторой «меры 
ловкости». Предложенный численный метод размещения роботов-манипуляторов основан на 
максимизации ловкости в заданных целевых точках. В качестве примера рассмотрен плоский 
манипулятор с тремя степенями свободы. 

В статье [14] представлено алгебраическое решение задачи по установлению граничного 
рабочего пространства 3D-манипулятора в декартовом пространстве. Показано, что гранич-
ная кривая поперечного сечения может быть описана полиномом 16-го порядка. Исследова-
ны геометрические особенности этой кривой.  

Практический интерес представляет обнаружение возможных пустот в рабочей области, 
так как это область недостижимых точек для схвата манипулятора. Наличие бугров и пустот 
можно обнаружить по анализу геометрических особенностей граничных поверхностей и 
кривых. Эффективным инструментом для достижения этих целей является разработка соот-
ветствующих геометрических моделей и компьютерных технологий. 

Актуальными являются исследования, направленные на развитие методов геометриче-
ского и компьютерного моделирования рабочего пространства рычажных механизмов при-
менительно к их использованию в среде интегрированных систем компьютерной графики. 

Целью настоящей работы является исследование рабочего пространства планарных ТМ 
средствами геометрического и компьютерного моделирования. 

1 Теоретические основы 

1.1 Геометрические модели рабочего пространства планарного ТМ на плоскости 
Планарные ТМ - это кинематические механизмы с тремя обобщѐнными координатами. 

Как и двухзвенные, они функционируют подобно человеческим рукам. Результаты их анали-
за позволяют исследовать более сложные движения, когда манипуляторы имеют число неза-
висимых параметров более двух. 

Кинематическая (расчѐтная) схема планарного ТМ показаны на рисунке 1. Заданы длины 
звеньев l1, l2 и l3, а также углы поворота звеньев u, v и w (обобщѐн-
ные координаты). 

Зависимости, связывающие координаты центра схвата с обоб-
щѐнными координатами манипулятора, определяются системой 
уравнений: 
   (     )                (   )        (     )  
   (     )                (   )        (     ) (1) 

Эти уравнения определяют трѐхпараметрическое множество 
точек (облако) на плоскости. Они позволяют решать прямую зада-
чу кинематики аналитическим методом. В настоящей работе пред-

 
Рисунок 1- Расчѐтная схема 

планарного трѐхзвенного 
манипулятора 
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лагается геометрическое представление этих уравнений и множества точек, описываемых 
этими уравнениями. 

Преобразуя систему уравнений (1) к виду 
                          (   )        (     )     

                   (   )        (     )                                (2) 
можно получить  

  (         )  (         )                                .             (3) 
Уравнение (3) определяет семейство эксцентрических окружностей с координатами цен-

тров                         
Множество этих точек задаѐт окружность радиусом      . Она является линией цен-

тров окружностей радиусами      

                   √(   )   (  )    (   )(   )                                                 (4) 
При этом радиусы окружностей изменяются в диапазоне 

                                                                    (5) 
График этой функции представлен на рисунке 2 для длин звеньев механизма: 

                    

 
Рисунок 2 - Зависимость радиуса эксцентрических окружностей от параметра w (в градусах) 

Примеры семейств эксцентрических окружностей приведены на рисунке 3. 

 
а)                                                                   б)                                                          в) 

Рисунок 3 – Семейства эксцентрических окружностей для различных значений параметра w: 
 а) w=0°, б) w=90°, в) w=180°  
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Следующее преобразование уравнений системы (1) приводит к уравнению (6): 
                                          (   )                      (6) 

Это уравнение определяет двухпараметрическое семейство концентрических окружностей с 
центром в начале системы координат и радиусами   

   √                                     (   )                  (7) 
График функции (7) представлен на рисунке 4. 

 
Рисунок 4 – График функции R = f(v,w), -180°≤v≤180°, -180°≤w≤180° 

Примеры семейств концентрических окружностей приведены на рисунках 5 и 6.  

 
а)                                                      б)                                                в) 

Рисунок 5 – Семейства концентрических окружностей для различных значений параметра w:  
а) w=0°, б) w=90°, в) w=180°  

На основании полученных результатов можно сделать следующие выводы:  
 рабочим пространством ТМ является трѐхпараметрическое множество точек. На плоско-

сти это множество точек («облако») можно представить в виде двух дисков, включающих 
диапазон кольцевых рабочих ячеек. На одном диске этот диапазон состоит из двухпара-
метрического семейства эксцентрических окружностей, а на другом – двухпараметриче-
ское семейство концентрических окружностей;  

 геометрическим образом двух множеств является трѐхмерный тор [15], являющийся мо-
делью конфигурационного пространства рассматриваемого манипулятора; 
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 так как данный манипулятор стационарный, то его рабочее пространство совпадает с 
конфигурационным пространством с учѐтом возможных ограничений на диапазоны из-
менения обобщѐнных координат; 

 полученные результаты обобщают известные [1, 10, 16], но имея геометрическую 
направленность исследования, предоставляют возможность более широкой трактовки 
понятия двух дисков, а также обладают большей наглядностью. 

 
а)                                                            б)                                              в) 

Рисунок 6 – Семейства концентрических окружностей для различных значений параметра v:  
а) v=0°, б) v=90°, в) v=180°  

1.2 Геометрические модели рабочего пространства планарного ТМ  
в четырёхмерном пространстве 

Полученные результаты определяют рабочее пространство манипулятора и его границы 
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   (     )                (   )        (     )  
   (     )                (   )        (     )   (8) 
                              
где Р1 и Р2 – некоторые константы.  

Эта система уравнений описывает трѐхмерную гиперповерхность в четырѐхмерном про-
странстве. Одним из вариантов исследования такой поверхности может быть получение еѐ 
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двумерных V-поверхностей, полученных в сечении гиперповерхности (8) гиперплоскостями 
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Выполнив аналогичное отображение в четырѐхмерное пространство семейства концен-
трических окружностей, показанных на рисунке 5, но пропорционально параметрам w и u, 
можно получить уравнения: 
   (     )                (   )        (     )  
   (     )                (   )        (     )                       (9) 
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где Р1 и Р2 – некоторые 
константы.  

Эта система уравнений 
описывает ещѐ одну трѐх-
мерную гиперповерхность в 
четырѐхмерном простран-
стве. Сечениями этой ги-
перповерхности гиперплос-
костями ti являются цикли-
ческие поверхности с пря-
молинейными направляю-
щими. На рисунке 8 приве-
дены каркасные модели та-
ких W-поверхностей.  

Поверхностные модели 
(рисунки 9 и 10), получены 
на основе каркасных моде-
лей сечений гиперповерх-
ностей. Они предоставляют 
возможность в режиме ви-
зуализации решать как пря-
мую, так и обратную задачи 
кинематики ТМ.  

Таким образом, полученные системы уравнений (8) и (9) задают гиперповерхности, 
определяющие рабочее пространство ТМ. Для его исследования получены трѐхмерные гео-
метрические и компьютерные модели сечений гиперповерхностей. В отличие от двумерных 
моделей полученные поверхности в наглядном виде с необходимой точностью устанавлива-
ют связь «облаков» точек рабочего пространства с обобщѐнными координатами. Получен-
ные поверхности позволяют моделировать и находить оптимальные траектории перемеще-
ния схвата манипулятора. 

  
Рисунок 9 – Поверхностная модель  

V-поверхности для u=90° 
Рисунок 10 – Поверхностная модель  

W-поверхности для u=90° 

2 Результаты компьютерных экспериментов 
Проведѐнные исследования трѐхпараметрических семейств точек на плоскости, являю-

щихся рабочим пространством планарного ТМ, позволили получить четырѐхмерные анали-

 
 

Рисунок 7 - Каркасные модели V-
поверхностей для u=0°, 90°, 180° 

Рисунок 8 - Каркасные модели W-
поверхностей для u=0°, 90°, 180 
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тические и компьютерные модели этого пространства. Компьютерные модели позволяют ис-
пользовать их для решения как прямой, так и обратной задачи кинематики рассматриваемого 
механизма. Для подтверждения полученных выводов по разработанным алгоритмам и про-
граммам выполнен ряд компьютерных экспериментов. При этом учитывалось, что в 
промышленных манипуляторах обобщѐнные координаты изменяются в определѐнных 
диапазонах. Ниже приведены результаты двух экспериментов. 

На рисунке 11 показана 3D - 
модель V-поверхности и 
совмещѐнная с ней модель 
фрагмента рабочего 
пространства для следующих 
значений параметров: l1=15, 
l2=7, l3= 4, -120° ≤v≤ 120°,  
-120°≤w≤ 120°, u= 90°. Из ри-
сунка следует, что по этой мо-
дели можно получить не только 
границы рабочего простран-
ства, но и значение обобщѐнной 
координаты v по известным ко-
ординатам центра схвата. 

Рисунок 12 иллюстрирует 
3D-модель W-поверхности и 
совмещѐнную с ней модель 
фрагмента рабочего 
пространства для следующих 
значений параметров: l1=15, 
l2=7, l3=4, -120° ≤v≤ 120°, 
-120°≤w≤ 120°, u= 90°. Из него 
следует, что по этой модели 
можно получить не только гра-
ницы рабочего пространства, но 
и значение обобщѐнной коор-
динаты w по известным коор-
динатам центра схвата. 

Значения обобщѐнных ко-
ординат дают решение обрат-
ной задачи кинематики иссле-
дуемого манипулятора. 

Заключение 
Выполненная геометрическая трактовка аналитических зависимостей, определяющих 

трѐхпараметрическое семейство точек (облако), задающих рабочее пространство планарного 
ТМ, позволила получить ряд новых результатов. 

На плоскости это множество точек представляет собой два диска, содержащих диапазо-
ны кольцевых рабочих ячеек, состоящих из двухпараметрических семейств эксцентрических 
и концентрических окружностей. Геометрическим образом этих семейств является трѐхмер-
ный тор. Отображением полученных семейств окружностей в четырѐхмерное пространство 

 
Рисунок 11 - Модель V-поверхности и совмещѐнная с ней модель 

фрагмента рабочего пространства 

 
Рисунок 12 – Модель W-поверхности и совмещѐнная с ней модель 

фрагмента рабочего пространства 
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получены два вида гиперповерхностей, являющихся геометрической моделью рабочего про-
странства манипулятора. Получены сечения этих гиперповерхностей гиперплоскостями. Мо-
дели гиперповерхностей и их сечений позволяют решать прямую и обратную задачу кинема-
тики планарного ТМ. 

Предметом дальнейших исследований может быть определение границ рабочего про-
странства ТМ на основе установления дискриминантов полученных поверхностей на гипер-
плоскостях. Анализ предложенных моделей позволит выявить возможные «мѐртвые» зоны 
рабочего пространства и особенные элементы на его границах. 
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Abstract 
A study of the working space of a three-link planar manipulator was carried out. The basis is taken from analytical de-
pendencies that allow solving the direct problem of kinematics, i.e. determine the coordinates of the gripper center point 
using three generalized coordinates of the manipulator. The analysis performed made it possible to give a geometric 
interpretation of the dependencies. It has been established that the workspace of the manipulator is a three-parameter set 
of points. On a plane, this set of points is represented in the form of two disks consisting of ring cells, for which the 
corresponding analytical dependencies are obtained. The geometric image of this set is a three-dimensional torus. The 
resulting models are visualized, which facilitates the solution of this problem. To determine the values of the general-
ized coordinates of the gripper center points, a mapping was carried out by orthogonal projection of the families of cir-
cles obtained in the work into four-dimensional space. As a result, three-dimensional hypersurfaces in four-dimensional 
space were obtained. It is proposed to study them by constructing hypersurface sections models by hyperplanes. Such 
models in visualization mode allow solving direct and inverse kinematics problems of the  manipulator under study. 
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