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Figure 11 - Class membership of an object according to three neutral indicators with non-linear class membership func-
tions  

Figure 12 - Class membership of an object according to six optimized indicators with non-linear class membership 
functions 

Table 1 - Examples of calculating the measure of an object’s class membership   
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Аннотация 
Рассматривается подход к моделированию процессов адаптивного обучения с помощью знаковых 
и взвешенных ориентированных графов (орграфов). Вершины орграфов отображают характери-
стики учебной деятельности. Ориентация, знаки и веса дуг орграфов определяют взаимовлияние 
этих характеристик. Динамика адаптивного обучения моделируется в орграфах с помощью специ-
ального алгоритма импульсного процесса. В некоторую вершину орграфа вносится внешнее воз-
мущение и рассматривается распространение этого импульса, что позволяет прогнозировать зна-
чения других вершин орграфа. Сформулирована задача оптимизации весов дуг орграфа и предло-
жен алгоритм еѐ решения с целью достижения устойчивости импульсного процесса. По результа-
там вычислительных экспериментов на орграфе установлено, что целевая функция оптимизации 
весов дуг взвешенного орграфа является многоэкстремальной. Попадание в локальный минимум 
определяется исходными значениями вектора проектных переменных и ограничениями на эти пе-
ременные. Поэтому важна квалификация разработчика модели адаптивного обучения, назначаю-
щего эти величины. Когнитивные модели адаптивного обучения могут рассматриваться как пре-
скриптивные и дескриптивные. Прескриптивные модели описывают, каким должен быть процесс 
адаптивного обучения. Дескриптивные модели описывают существующие процессы адаптивного 
обучения и могут служить инструментом исследования их эффективности. Разработанная методи-
ка когнитивного моделирования процессов адаптивного обучения позволяет прогнозировать ре-
зультаты обучения и может применяться при исследовании, проектировании и реализации меха-
низмов адаптации и интеллектуального управления в системах электронного обучения, а также в 
дидактическом тренинге преподавателей в сфере электронного обучения.  

Ключевые слова: когнитивное моделирование, знаковый орграф, взвешенный орграф, компьютер-
ный тренинг, адаптивное обучение, электронное обучение.  
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Введение 
Когнитивное моделирование (КМ) определяется как поиск наиболее эффективных 

управленческих решений и/или сценариев развития событий в слабо структурированных си-
туациях на основе выделения базовых факторов, характеризующих складывающуюся ситуа-
цию, и оценка взаимовлияния этих факторов. Методология КМ предложена в работе [1]. Ос-
новой этой методологии является понятие когнитивной карты [2].  

Когнитивная карта ситуации представляет собой взвешенный ориентированный граф 
(орграф), в котором вершины взаимно однозначно соответствуют ядру базисных факторов 
исследуемого процесса. Ядро базисных факторов может быть верифицировано с помощью 
интеллектуального анализа данных, позволяющего отбросить избыточные факторы, слабо 
связанные с ядром базисных факторов [3]. Основой математического аппарата КМ является 
дискретная математика [4]. КМ находит применение в различных предметных областях при 
создании информационных систем [5-7], визуализации [8] и др., включая сферу образования. 
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В статье [9] приведены примеры когнитивных моделей проблем системы образования в 
еѐ взаимодействии с обществом и результаты сценарного моделирования. В работе [10] рас-
сматривается технология разработки электронного учебного курса, в которой используется 
проектирование структурно-логической модели содержания курса в виде когнитивной карты. 
В работе [11] предлагается методика когнитивного проектирования школьного урока на ос-
нове содержания предмета «Информатика». В статье [12] КМ педагогических ситуаций опи-
сывается как процесс, состоящий из шести последовательных и взаимосвязанных этапов. 
В работе [13] предлагается накапливать цифровые следы учащихся и визуализировать их в 
виде когнитивной карты диагностики знаний. В статье [14] КМ используется для прогнози-
рования востребованности компетенций при корректировке программ обучения. Статья [15] 
посвящена разработке адаптивного механизма управления качеством обучения, позволяюще-
го априорно предсказывать результаты возможных управленческих решений и осуществлять 
выбор их наиболее эффективного варианта.  

КМ особо актуально в связи с применением искусственного интеллекта (ИИ) в обучении.  
Обучение определяется как управление познавательной деятельностью обучающихся с 

целью формирования у них определѐнных знаний, умений и навыков. Можно сформулиро-
вать две задачи оптимального обучения. Первая задача заключается в максимизации уровня 
обученности при ограничениях (сверху) на время обучения, вторая - в минимизации време-
ни обучения при ограничениях (снизу) на уровень обученности.  

Решение задач оптимального обучения базируется на адаптации, которой обычно назы-
вают интеллектуализацию систем электронного обучения (ЭО), а соответствующие обучаю-
щие системы интеллектуальными. Адаптация в таких системах реализуется посредством ис-
пользования знаний о предметной области, обучаемом и стратегиях обучения для обеспече-
ния гибкой индивидуализированной учебной деятельности [16]. Важным компонентом адап-
тации являются математические модели процессов обучения, позволяющие прогнозиро-
вать результаты и оптимизировать процедуру обучения.  

Начало формальным подходам к моделированию процессов обучения было положено 
Г. Эббингаузом в исследованиях человеческой памяти в конце XIX века [17]. Им была пред-
ложена кривая забывания (или сохранения) учебной информации. Последующие исследова-
ния привели к созданию монотонных асимптотических и стохастических моделей обучаемо-
сти. Эти модели послужили фундаментом для развития работ по моделированию процессов 
ЭО, в том числе к выдвижению концепции экспертных и интеллектуальных обучающих си-
стем. Идеи интеллектуализации ЭО и соответствующие математические модели начинают 
применяться в системах сетевого обучения, в разработке образовательных порталов.  

Для описания содержания и процессов ЭО уже используются дискретные математиче-
ские модели (см., например, [18, 19]), дополнительные исследования когнитивных моделей 
необходимы, в частности, для адаптивного обучения (АО).  

Цель данной статьи –  исследование КМ процессов АО. В основу работы положены ме-
тоды системного и онтологического анализов [20], педагогической психологии и дидактики, 
дискретной математики и многолетний опыт авторов в сфере образования, теории и техноло-
гий ЭО. В работе используются терминология и символика книги [4].  

1 Орграфы как модели процессов АО  
Модель процесса АО строится следующим образом: наиболее существенные факторы-

переменные АО считаются вершинами орграфа; от вершины ui (переменная ui) к вершине uj 
(переменная uj) проводится дуга, если изменение переменной ui оказывает непосредственное 
воздействие на переменную uj. Этой дуге приписывается знак «плюс», если воздействие яв-



183Онтология проектирования, №2, том 14, 2024

А.В. Соловов, А.А. Меньшикова

 

В статье [9] приведены примеры когнитивных моделей проблем системы образования в 
еѐ взаимодействии с обществом и результаты сценарного моделирования. В работе [10] рас-
сматривается технология разработки электронного учебного курса, в которой используется 
проектирование структурно-логической модели содержания курса в виде когнитивной карты. 
В работе [11] предлагается методика когнитивного проектирования школьного урока на ос-
нове содержания предмета «Информатика». В статье [12] КМ педагогических ситуаций опи-
сывается как процесс, состоящий из шести последовательных и взаимосвязанных этапов. 
В работе [13] предлагается накапливать цифровые следы учащихся и визуализировать их в 
виде когнитивной карты диагностики знаний. В статье [14] КМ используется для прогнози-
рования востребованности компетенций при корректировке программ обучения. Статья [15] 
посвящена разработке адаптивного механизма управления качеством обучения, позволяюще-
го априорно предсказывать результаты возможных управленческих решений и осуществлять 
выбор их наиболее эффективного варианта.  

КМ особо актуально в связи с применением искусственного интеллекта (ИИ) в обучении.  
Обучение определяется как управление познавательной деятельностью обучающихся с 

целью формирования у них определѐнных знаний, умений и навыков. Можно сформулиро-
вать две задачи оптимального обучения. Первая задача заключается в максимизации уровня 
обученности при ограничениях (сверху) на время обучения, вторая - в минимизации време-
ни обучения при ограничениях (снизу) на уровень обученности.  

Решение задач оптимального обучения базируется на адаптации, которой обычно назы-
вают интеллектуализацию систем электронного обучения (ЭО), а соответствующие обучаю-
щие системы интеллектуальными. Адаптация в таких системах реализуется посредством ис-
пользования знаний о предметной области, обучаемом и стратегиях обучения для обеспече-
ния гибкой индивидуализированной учебной деятельности [16]. Важным компонентом адап-
тации являются математические модели процессов обучения, позволяющие прогнозиро-
вать результаты и оптимизировать процедуру обучения.  

Начало формальным подходам к моделированию процессов обучения было положено 
Г. Эббингаузом в исследованиях человеческой памяти в конце XIX века [17]. Им была пред-
ложена кривая забывания (или сохранения) учебной информации. Последующие исследова-
ния привели к созданию монотонных асимптотических и стохастических моделей обучаемо-
сти. Эти модели послужили фундаментом для развития работ по моделированию процессов 
ЭО, в том числе к выдвижению концепции экспертных и интеллектуальных обучающих си-
стем. Идеи интеллектуализации ЭО и соответствующие математические модели начинают 
применяться в системах сетевого обучения, в разработке образовательных порталов.  
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ляется «усилением» (т.е. увеличение переменной ui приводит к увеличению переменной uj, 
уменьшение ui приводит к уменьшению uj), и знак «минус», если воздействие является «тор-
можением» (т.е. увеличение переменной ui приводит к уменьшению переменной uj, умень-
шение ui приводит к увеличению uj).  

В системах ЭО можно выделить три типовых сценарных схемы: просмотр теории, ком-
пьютерный тренинг, контроль. Наибольшие возможности для адаптации предоставляет сце-
нарий компьютерного тренинга. Его цель - осмысление и закрепление учебного материала в 
системах декларативного типа (электронных учебниках, виртуальных учебных кабинетах), 
формирование профессионально-ориентированных умений, навыков, интуиции в системах 
процедурного типа (тренажѐрах, виртуальных учебных лабораториях).  

Сценарии компьютерного тренинга обычно содержат четыре основных шага:  
1) предъявление обучающемуся упражнений по отдельному учебному элементу или сово-

купности учебных элементов, с которыми обучающийся познакомился в ходе предше-
ствующего просмотра теории;  

2) выполнение обучающимся этих упражнений;  
3) компьютерная оценка результатов выполнения каждого упражнения; 
4) оказание обучающемуся помощи в процессе выполнения каждого упражнения.  

В качестве примера можно рассмотреть трѐхзвенную модель процесса АО в виде знако-
вого орграфа D1 и его матрицы смежности А(D1) (рисунок 1), где в качестве вершин орграфа 
представлены следующие переменные: 
 количество вопросов (упражнений), которые получает обучающийся для усвоения пор-

ции учебной информации (вершина В);  
 уровень обученности (вершина УО);  
 уровень помощи (вершина П).  

Переменную УО целесообразно рассматри-
вать в интервале [0,1]. Несмотря на многообразие 
способов оценки уровня обученности, их суть 
сводится к измерению доли от некоего идеально-
го значения критерия, выбранного для характери-
стики обученности. Это может быть отношение 
количества правильно выполненных существенных операций упражнения к общему числу 
существенных операций, отношение количества набранных баллов за выбранный ответ к 
максимально возможному числу баллов, оценивающих упражнение с выборочными ответа-
ми в системах декларативного типа и т.п. Например, показатели эффективности проектного 
поиска, используемые в качестве критериев уровня обученности в тренажѐрах для инжене-
ров, учитывают кроме отклонения от оптимального решения вычислительные затраты на по-
иск, нормированные к интервалу [0,1].  

Уровень помощи (вершина П) может быть различным: подсказка, намѐк, теоретическая 
информация или полный ответ на вопрос (полное описание процесса решения упражнения) в 
системах декларативного типа; величины отклонений от оптимального решения, результаты 
поверочного расчѐта работоспособности проектного решения, сгенерированного обучаю-
щимся, демонстрация оптимального решения. В зависимости от степени полноты помощи 
величину П удобно представлять в интервале [0,1]. Здесь 0 - это отсутствие помощи; 1 - пол-
ное решение упражнения с разбором и обоснованием.  

В основу модели, представленной в виде орграфа D1, положены следующие дидактиче-
ские предположения о взаимном влиянии переменных процесса АО. Увеличение числа во-
просов-упражнений в ходе обучения ведѐт к повышению уровня обученности (дуга (В, УО) 
имеет знак «+») и уменьшению помощи, оказываемой в процессе выполнения упражнений 

 
Рисунок 1 – Трѐхзвенная модель процесса адап-
тивного обучения в виде знакового орграфа D1 
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(дуга (В, П) имеет знак «-»). Увеличение уровня обученности ведѐт к уменьшению количе-
ства упражнений и уменьшению уровня помощи (дуги (УО, В) и (УО, П) имеют знак «-»). 
Увеличение помощи ведѐт к уменьшению количества упражнений и повышению уровня 
обученности (соответственно дуга (П, В) имеет знак «-», а дуга (П, УО) – знак «+»).  

В этой простой модели АО не все указанные предположения о взаимном влиянии раз-
личных переменных являются очевидными. Так, характер влияния помощи на уровень обу-
ченности может быть противоположным, исходя из предположения, что выполнение упраж-
нений с помощью (не самостоятельно) не способствует росту уровня обученности, а, наобо-
рот, уменьшает еѐ. В этом случае использование помощи можно рассматривать как аналог 
функции штрафа, и еѐ увеличение влечѐт за собой снижение уровня обученности и повыше-
ние количества вопросов-упражнений. Приняв такое предположение, необходимо в орграфе 
D1 сменить знаки дуг (П, УО) и (П, В) на противоположные.  

Знаковые орграфы позволяют наглядно визуализировать основные характеристики про-
цесса АО (в виде вершин орграфа), указать связи между ними (в виде ориентированных дуг) 
и характер этих связей - усиление или ослабление (в виде знаков дуг). Модель АО в виде 
знакового орграфа ЭО позволяет рассматривать и анализировать связи между характеристи-
ками проектируемого или реализованного процесса АО. В этой модели АО все воздействия 
переменных (вершин) друг на друга одинаковы по силе, поскольку вес каждой дуги равен 
единице. Знаковый орграф можно трактовать как структурную модель процесса АО. Более 
точную параметрическую модель можно построить, приписывая дугам орграфа различные  
веса, что приводит к взвешенному орграфу. Такой вес интерпретируется как относительная 
сила воздействия и может быть положительным (для усиливающих воздействий) или отри-
цательным (для ослабляющих воздействий). 
В качестве примера на рисунке 2 показан 
взвешенный орграф D2, построенный путѐм 
преобразования знакового орграфа D1 (см. 
рисунок 1). Веса орграфа D2 определены на 
основе эвристических предположений об 
общих закономерностях процесса АО.   

Более сложная когнитивная модель АО 
показана на рисунке 3. В неѐ включены такие 
дополнительные факторы (вершины), как 
объѐм изучаемой порции учебного материала 
(ОМ), сложность материала (СМ), уровень 
способностей обучающихся (УС). Их вели-
чины, характеризующие исходные показате-
ли моделируемого процесса, также можно 
нормировать к интервалу [0,1]. В данной мо-
дели они оказывают влияние лишь на верши-
ны В, УО и П, но обратных связей от них не 
имеют. Влияние друг на друга вершины ОМ, 
СМ, УС также не оказывают.  

2 Импульсные процессы  
во взвешенных орграфах  
Рассмотренные орграфы АО являются статическими, в то время как реальные процессы 

АО является динамическим. Для анализа моделей АО в виде взвешенных орграфов необхо-

 
Рисунок 2 – Пример модели адаптивного обучения в 

виде взвешенного орграфа D2 

 
Рисунок 3 – Пример более сложной модели 

адаптивного обучения  
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димо построить алгоритм учѐта влияния изменений одной вершины на другие. В основу та-
кого алгоритма может быть положена идея импульсного процесса [4]. В некоторую вершину 
анализируемого орграфа вносится внешнее возмущение. Например, в вершину В (см. рису-
нок 2) добавляется некоторое количество вопросов-упражнений. Далее рассматривается рас-
пространение начального импульса и определяются значения вершин УО и П. Для этого 
можно рассмотреть орграф, n вершин которого представлены совокупностью u1, u2, ..., un. 
Пусть каждая вершина ui в ходе импульсного процесса принимает значение vi(t) по шагам 
импульсного процесса t = 0, 1, 2, ... и т.д. Здесь начальный шаг выделен отдельно (t=0) в силу 
его особой значимости. Значение vi(t+1) определяется значением vi(t) и информацией о том, 
увеличены или уменьшены значения других вершин uj, смежных с ui, на шаге t. Для опреде-
ления значений вершин используется следующая формула [4]: 
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где x(uj, ui) - вес дуги из вершины uj в вершину ui, при этом x(uj, ui) = 0, если дуга (uj, ui) от-
сутствует; pj(t) - изменение в вершине uj на шаге t.  

В соответствии с (1), если, например, имеется дуга из uj в ui с весом x и значение верши-
ны uj возрастает на шаге t на некое число z, то значение вершины ui на шаге t+1 возрастает на 
величину z∙x.  

Следует различать понятие исходного vi(исх.) и начального vi(0) значений в каждой вер-
шине ui. При этом  

vi(0) = vi(исх.)+pi(0),        (2)  
где pi(0) - начальный импульс (изменение на шаге t = 0) вершины ui.  

Изменение pi(t) в вершине ui при t>0 называется импульсом в вершине ui на шаге t и 
определяется как  

pi(t) = vi(t)-vi(t-1).        (3)  
Далее используются следующие обозначения:  
V(исх.) = (v1(исх.), v2(исх.), ..., vn(исх.)) - вектор исходных значений вершин;  
P(0) = (p1(0), p2(0), ..., pn(0)) - вектор начальных импульсов (t = 0);  
P(t) = (p1(t), p2(t), ..., pn(t)) - вектор импульсов на шаге t>0;  
V(t) = (v1(t), v2(t), ..., vn(t)) - вектор значений вершин на шаге t>0.  
Дидактическую интерпретацию введѐнных понятий можно рассмотреть на примере ор-

графа D2 (см. рисунок 2). Пусть вектор исходного состояния V(исх.) этой модели характери-
зует внутреннее исходное состояние системы АО, причѐм в этом векторе может отличаться 
от нуля только уровень помощи, т.е. значение вершины П, и это значение характеризует мак-
симально возможный уровень помощи, вложенный разработчиками в систему АО: V(исх.) = 
(0, 0, 1), т.е. число вопросов-упражнений В = 0, исходный уровень обученности УО = 0, а 
максимальный уровень встроенной помощи П = 1.  

Компоненты вектора начальных импульсов P(0) можно трактовать как внешние исход-
ные факторы. Первый компонент этого вектора – значение вершины В – определяют как 
число вопросов-упражнений, которые получает в ходе учебной работы конкретный обучаю-
щийся с исходным уровнем обученности УО - вторым компонентом вектора P(0). Третий 
компонент данного вектора – значение вершины П – интерпретируется как внешняя помощь, 
которая может быть оказана обучающемуся. Например, P(0) = (5, 0.2, 1) означает, что кон-
кретному обучающемуся с начальным уровнем обученности УО = 0.2 в диалоге с компьюте-
ром будет дано 5 упражнений (В = 5) и в ходе выполнения упражнений ему будет оказывать-
ся помощь, исходный уровень которой будет максимально возможным (П = 1). 
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С использованием формул (1-3) можно рассмотреть последовательное изменение значе-
ний вершин орграфа в ходе развития импульсного процесса, начиная с шага t = 0: 

V(0) = V(исх.)+P(0);  
V(1) = V(0)+ATP(0) = V(исх.)+P(0)+ATP(0), P(1) = ATP(0); 
V(2) = V(1)+ATP(1) = V(исх.)+P(0)+ATP(0)+(AT)2P(0), P(2) = (AT)2P(0); 
…………………………………………; 
V(t) = V(t-1) +ATP(t-1) = V(исх.)+P(0)+ATP(0)+(AT)2P(0)+…+(AT)tP(0), P(t) = (AT)tP(0).  
Здесь A - матрица смежности орграфа размером n×n; индекс T означает транспонирова-

ние, а t - степень (при этом коэффициенты матрицы A, соответствующие дугам орграфа, по-
лагаются равными величинам весов дуг).  

Преобразуя заключительное выражение для V(t) в этой последовательности с целью его 
упрощения, алгоритм развития импульсного процесса можно представить следующей мат-
ричной формулой:  

V(t) = V(исх.)+(I+A+A2+...+At)TP(0),      (4)  
где I - единичная матрица размером n×n.  

Вычисления по формуле (4) позволяют моделировать динамику процесса АО, исследо-
вать и прогнозировать его результаты - конечные значения вершин орграфа в импульсном 
процессе. Например, задавая параметры в орграфе D2 (см. рисунок 2) в векторе V(исх.), а 
внешние исходные параметры, в том числе исходный уровень обученности обучающегося, в 
векторе P(0), можно дать прогноз уровня обученности обучающегося, полученного по окон-
чании компьютерного тренинга. Если выполнение каждого упражнения ограничено по вре-
мени, то получится соответствие данной модели первой задаче оптимального обучения. Если 
требуемый уровень обученности задан, то, используя импульсный процесс в орграфе, можно 
подобрать необходимое число упражнений для достижения заданного уровня обученности, 
что соответствует второй задаче оптимального обучения.  

Импульсный процесс, соответствующий формуле (4), может быть устойчивым или не-
устойчивым. В устойчивых импульсных процессах значения вершин выходят на асимптоту. 
В неустойчивых процессах возмущение, вносимое в одну из вершин, приводит либо к воз-
растающим колебаниям значений вершин орграфа, либо к неограниченному их увеличению 
или уменьшению. Существуют разные определения устойчивости импульсных процессов в 
орграфах, в частности, в работе [4] определены два понятия: простая и абсолютная импульс-
ная устойчивость. Здесь и далее целесообразно говорить об абсолютной импульсной устой-
чивости, для которой в соответствии с [4] импульсный процесс характеризуется асимптоти-
ческим приближением значений вершин к некоторым фиксированным величинам.  

В качестве примеров на рисунке 4 приведены графики развития неустойчивых импульс-
ных процессов относительно вершины УО в орграфе D2 с разными знаками весов дуг (П, В) 
и (П, УО). На графиках значения соседних импульсов соединяются линиями только из сооб-
ражений наглядности.  

Неустойчивость импульсных процессов в орграфе означает, что выбранная модель явля-
ется неработоспособной (она не позволяет прогнозировать результаты процесса АО) и необ-
ходимо изменить еѐ структуру либо параметры – веса дуг орграфа.  
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лагаются равными величинам весов дуг).  

Преобразуя заключительное выражение для V(t) в этой последовательности с целью его 
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Вычисления по формуле (4) позволяют моделировать динамику процесса АО, исследо-
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внешние исходные параметры, в том числе исходный уровень обученности обучающегося, в 
векторе P(0), можно дать прогноз уровня обученности обучающегося, полученного по окон-
чании компьютерного тренинга. Если выполнение каждого упражнения ограничено по вре-
мени, то получится соответствие данной модели первой задаче оптимального обучения. Если 
требуемый уровень обученности задан, то, используя импульсный процесс в орграфе, можно 
подобрать необходимое число упражнений для достижения заданного уровня обученности, 
что соответствует второй задаче оптимального обучения.  

Импульсный процесс, соответствующий формуле (4), может быть устойчивым или не-
устойчивым. В устойчивых импульсных процессах значения вершин выходят на асимптоту. 
В неустойчивых процессах возмущение, вносимое в одну из вершин, приводит либо к воз-
растающим колебаниям значений вершин орграфа, либо к неограниченному их увеличению 
или уменьшению. Существуют разные определения устойчивости импульсных процессов в 
орграфах, в частности, в работе [4] определены два понятия: простая и абсолютная импульс-
ная устойчивость. Здесь и далее целесообразно говорить об абсолютной импульсной устой-
чивости, для которой в соответствии с [4] импульсный процесс характеризуется асимптоти-
ческим приближением значений вершин к некоторым фиксированным величинам.  

В качестве примеров на рисунке 4 приведены графики развития неустойчивых импульс-
ных процессов относительно вершины УО в орграфе D2 с разными знаками весов дуг (П, В) 
и (П, УО). На графиках значения соседних импульсов соединяются линиями только из сооб-
ражений наглядности.  

Неустойчивость импульсных процессов в орграфе означает, что выбранная модель явля-
ется неработоспособной (она не позволяет прогнозировать результаты процесса АО) и необ-
ходимо изменить еѐ структуру либо параметры – веса дуг орграфа.  

 

 

 
Рисунок 4 – Примеры графиков неустойчивых импульсных процессов во взвешенных орграфах  

3 Оптимизация параметров орграфов АО  
Исследования параметров (весов дуг) орграфов, представляющих модели процессов АО, 

показали, что подобрать эти параметры так, чтобы орграф был импульсно устойчив и имел 
высокую скорость сходимости затруднительно даже опытному эксперту.  

В работе [4] показано, что импульсный процесс в орграфе будет абсолютно устойчивым, 
если каждое собственное значение матрицы смежности орграфа по абсолютной величине не 
превышает единицы. В этой же работе были предложены некоторые частные приѐмы анали-
за устойчивости орграфов и изменения их структуры с целью достижения устойчивости, не 
прибегая к трудоѐмким вычислениям собственных значений.  

При исследовании моделей АО предложено использовать более универсальный подход к 
подбору параметров абсолютно устойчивых орграфов, опирающийся на указанные выше 
признаки устойчивости и основанный на оптимизации значений весов дуг орграфов [18].  

Пусть оптимизируемый орграф АО задан матрицей смежности А размером n×n. Вектор 
проектных переменных - это вектор варьируемых весов дуг орграфа  

Х = (х1, х2, ..., хk, ..., хm).        (5) 
Кроме варьируемых весов хk в матрице смежности орграфа могут присутствовать и фик-

сированные веса, которые не входят в вектор проектных переменных.  
На вес каждой варьируемой дуги накладываются ограничения  

хk  [ck, dk],         (6) 
где ck и dk – минимально и максимально возможные значения переменной хk соответственно. 
Эти ограничения задаются разработчиком модели АО на основе эвристических соображений 
о взаимном влиянии различных факторов АО (вершин орграфа) друг на друга. Собственные 
значения матрицы А можно представить в виде вектора  = (1, 2, …, i, …, n), где i = 
aibii, т.е. i может быть действительным или комплексным числом.  

Функция цели  
f(Х) = max(|1|, |2|, …, |i|, …, |n|),     (7) 

где |i| - абсолютная величина i.  
С учѐтом введѐнных обозначений и указанного выше условия абсолютной устойчивости 

импульсных процессов в орграфах можно сформулировать задачу оптимизации: 
минимизировать f(Х) при ограничениях хk  [ck, dk].    (8) 

В качестве алгоритма оптимизации целесообразно использовать идеи метода Монте-
Карло (ММК). Используемый алгоритм ММК состоит в последовательном анализе (пробах) 
случайно выбранных точек в допустимой области проектных переменных. Координаты точек 
на каждой пробе применительно к поставленной задаче можно вычислять по формуле  

xkp = ck+(dk-ck)kp,      (9) 
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где p – порядковый номер пробы процесса статистических испытаний; 
kp – случайное число, равномерно распределѐнное в интервале [0,1].  
Выбор ММК обусловлен тем, что в нѐм не требуется задавать исходную точку. Доста-

точно указать лишь область поиска (см. формулу (9)). 
Каждая случайная проба процесса оптимизации требует вычисления собственных значе-

ний матрицы смежности орграфа А. Известно, что число  является собственным значением 
матрицы А, если 

det(A-I) = 0.       (10) 
Выражение (10) называется характеристическим уравнением матрицы А. Раскрывая 

определитель в этом уравнении, можно получить характеристический многочлен  
CA() = det(A-I)=ann+an-1n-1+…+a1+a0. 

Собственные значения матрицы А совпадают с корнями характеристического многочле-
на. Точное аналитическое решение уравнения (10) уже при n>3 трудно получить, поэтому 
для нахождения собственных значений матрицы А можно использовать приближѐнный алго-
ритм Якоби с понижением нормы для действительных несимметричных матриц [21]. Итогом 
работы алгоритма является блочно-диагональная матрица А размерностью n×n: блоки 1×1 
содержат действительные собственные значения, а блоки размера 2×2  
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ba  

соответствуют комплексным значениям =abi; при этом собственные значения расположе-
ны в матрице А в порядке убывания их абсолютной величины.  

В качестве примера рассматривается трѐхзвенный орграф (см. рисунок 2), в котором веса 
дуг представлены вектором X = (x1, x2, x3, x4, x5, x6) и зафиксированы первые пять перемен-
ных вектора Х = (0.25, 0.3, -1, -1, -0.1, x). Варьируя весом дуги (П, УО) x в диапазоне [-1, 1], 
можно построить графики изменения целевой функции f(Х) задачи оптимизации (8) и компо-
нентов матрицы собственных значений А: действительного собственного значения 1 и ве-
личин a и b - составляющих ком-
плексных собственных значений 
2,3 = abi, (рисунок 5). 

В данном случае вектор про-
ектных переменных Х содержит 
только одну переменную x. В диа-
пазоне x от - 1 до - 0,35 f(Х) убыва-
ет и совпадает с действительным 
собственным значением 1 (см. ри-
сунок 5а). Далее с увеличением x 
от - 0,35 величина f(Х) определяет-
ся комплексными собственными 
значениями 2,3 и сначала немного 
уменьшается, а затем возрастает и при x  0,7 переходит через единицу. Оптимальное значе-
ние x0 = - 0,195; f(x0) = 0,473. При x = x0 матрица собственных значений  
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Таким образом, в диапазоне весов дуги (П, УО) х  [-1, 0.7] импульсный процесс в рас-
сматриваемом орграфе устойчив. Скорость сходимости импульсного процесса, характеризу-

 
                     а)             б)  

Рисунок 5 – Изменение целевой функции (а) и скорости сходимо-
сти импульсного процесса (б) в орграфе при варьировании значе-

ний дуги (П, УО)  
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емая числом шагов tc, после которых значения вершин практически не изменяются, суще-
ственно зависит от величины f(Х) (см. график изменения tc при V(исх.) = (0, 0, 1) и P(0) = (5, 
0, 0) на рисунке 5б). По мере уменьшения f(Х) абсолютные величины собственных значений 
матрицы смежности орграфа выравниваются и в пределе приближаются к нулю. При этом на 
кривых развития импульсного процесса амплитудные всплески сглаживаются, и скорость 
сходимости возрастает (рисунок 6). 

 

Рисунок 6 – Влияние величин собственных значений на кривые развития импульсного процесса и скорость 
сходимости в орграфе для V(исх.) = (0, 0, 1) и Р(0) = (5, 0, 0)  

Результаты вычислительных экспериментов показывают также, что функция цели f(Х) 
является многоэкстремальной, обладает большим числом локальных минимумов. Попадание 
в локальный минимум определяется исходными значениями параметров вектора Х и ограни-
чениями на них, т.е. роль разработчика моделей АО, назначающего эти значения, является 
весьма существенной. 

4 Методика построения моделей АО  
Обобщая рассмотренный подход к моделированию процессов АО с помощью взвешен-

ных орграфов, можно предложить следующие этапы построения моделей АО.  
1) определение наиболее значимых факторов моделируемого процесса АО (вершин оргра-

фа).  
2) выявление взаимных связей между этими факторами с отображением их в виде ориенти-

рованных рѐбер (дуг) орграфа и знаков.  
3) назначение численных диапазонов весов дуг орграфа на основе эвристических сообра-

жений о степени взаимного влияния факторов АО.  
4) оптимизация весов дуг орграфа для достижения устойчивости и сходимости импульсно-

го процесса с помощью рассмотренного алгоритма оптимизации.  
5) анализ модели на адекватность. В ходе анализа изменяют значения компонентов векто-

ров V(исх.) и Р(0) и рассматривают конечный уровень значений вершин орграфа с ис-
пользованием (4), оценивая их с точки зрения эвристических соображений о моделируе-
мом процессе АО.  

6) проверка достоверности модели в ходе педагогических экспериментов на конкретной 
системе ЭО.  

7) корректировка модели (пп. 1-5) по результатам педагогических экспериментов.  
 

5 Сопоставление с педагогическим экспериментом  
В педагогическом эксперименте участвовали две группы обучающихся: слушатели фа-

культета повышения квалификации преподавателей (ФПКП) Самарского университета (10 
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человек) и студенты третьего курса (10 человек). В эксперименте со слушателями ФПКП ис-
пользовалось электронное учебное пособие по курсу «Методы и технологии электронного 
дистанционного обучения», один из учебных элементов темы «Психологические механизмы 
усвоения знаний». В эксперименте со студентами – электронное пособие по курсу «Основы 
САПР», один из учебных элементов темы «Математическая формулировка проектных за-
дач». 

В ходе эксперимента обучающиеся работали с электронным учебным пособием в соот-
ветствии с типовыми сценариями ЭО (см. раздел 1). Сначала знакомились с теоретической 
частью учебного материала, объѐм которой соответствовал примерно одной печатной стра-
нице. Далее работали с пособием в режиме компьютерного тренинга по теории. В конце экс-
перимента обучающиеся проходили контрольный тест, в ходе которого замерялся достигну-
тый уровень обученности.  

Сравнение проводилось с двумя моделями АО: трѐхзвенной моделью компьютерного 
тренинга D3 (рисунок 7) и более сложной моделью D4 (рисунок 8). Параметры этих моделей 
(веса дуг орграфов) были определены в соответствии с пп. 1-5 методики построения моделей 
АО (см. раздел 4).   

  
Рисунок 7 – Модель адаптивного обучения в виде орграфа D3  

 
Рисунок 8 – Модель адаптивного обучения в виде орграфа D4  

Результаты эксперимента, средние по каждой группе значения уровня обученности (УО-
эксп.), в сравнении с теоретическими данными (УОмод.), полученными на моделях D3 (па-
раметры модели см. на рисунке 7) и D4 (см. рисунок 8), представлены в таблицах 1 и 2 соот-
ветственно.  

Таблица 1 – Сопоставление экспериментальных и модельных (для D3) данных  

Обучающиеся V(исх.) Р(0) УОмод. УОэксп. % 
Слушатели ФПКП (0,0,1) (4,0,0) 0,67 0,75 +12 
Студенты (0,0,1) (4,0,0) 0,67 0,60 -10 
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Студенты (0,0,1,0,0,0) (4,0,0,1,0.8,0.8) 0,61 0,60 -1,5 
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человек) и студенты третьего курса (10 человек). В эксперименте со слушателями ФПКП ис-
пользовалось электронное учебное пособие по курсу «Методы и технологии электронного 
дистанционного обучения», один из учебных элементов темы «Психологические механизмы 
усвоения знаний». В эксперименте со студентами – электронное пособие по курсу «Основы 
САПР», один из учебных элементов темы «Математическая формулировка проектных за-
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частью учебного материала, объѐм которой соответствовал примерно одной печатной стра-
нице. Далее работали с пособием в режиме компьютерного тренинга по теории. В конце экс-
перимента обучающиеся проходили контрольный тест, в ходе которого замерялся достигну-
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(веса дуг орграфов) были определены в соответствии с пп. 1-5 методики построения моделей 
АО (см. раздел 4).   

  
Рисунок 7 – Модель адаптивного обучения в виде орграфа D3  

 
Рисунок 8 – Модель адаптивного обучения в виде орграфа D4  
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ветственно.  
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Исходные данные V(исх.) и Р(0) для вычислений на моделях были приняты из следую-
щих соображений. Уровень максимальной встроенной помощи в электронном пособии - тре-
тий компонент вектора V(исх.) был принят 1 (в ходе выполнения тренинговых упражнений 
доступен полный просмотр теории). Величина первого компонента вектора начальных им-
пульсов Р(0) соответствовала числу вопросов компьютерного тренинга (в эксперименте - че-
тыре вопроса). Объѐм изучаемого материала (ОМ) - четвѐртый компонент вектора Р(0) в мо-
дели D4 экспертно был оценен как 1. Сложность материала (СМ) - пятый компонент вектора 
Р(0) в модели D4 - экспертно оценена в 0,5 для материала, изучаемого слушателями ФПКП, и 
в 0,8 для материала, изучаемого студентами. Уровень способностей (УС) – шестой компо-
нент вектора Р(0) в модели D4 - оценен экспертно для студентов в 0,8 (это была элитная 
группа специализации по САПР, все экзаменационные оценки которой за предшествующий 
период обучения были не ниже «хорошо»), а для слушателей ФПКП (аспирантов и молодых 
преподавателей) - несколько выше (0,86). 

Максимальные расхождения % были получены на более грубой, трѐхзвенной модели 
(см. таблицу 1). Экспериментальные значения слушателей ФПКП превысили модельные зна-
чения на 12%, а у студентов оказались меньше на 10%. Это объясняется тем, что сложность 
учебного материала, которая в данной модели не учитывается, у студентов была выше, чем у 
слушателей ФПКП. Учѐт характеристик учебного материала в модели D4 позволил получить 
хорошее совпадение модельных и экспериментальных данных (см. таблицу 2).  

6 Рекомендации по применению  
Когнитивные модели АО могут рассматриваться как прескриптивные и дескриптивные. 

Прескриптивные модели описывают, каким должен быть процесс АО. Исследование таких 
моделей, экспертный анализ и оптимизация их параметров позволяют обоснованно подхо-
дить к проектированию сценариев учебной работы, планированию различных видов помощи, 
формулировке требований к структуре учебного материала, определению количества и типов 
упражнений для его усвоения. Дескриптивные модели описывают существующие процессы 
АО и могут использоваться, например, для анализа их эффективности.  

Когнитивные модели процессов АО могут встраиваться непосредственно в системы ЭО и 
использоваться как средства интеллектуального управления. Так, в модели, показанной на 
рисунке 3, величины вершин ОМ, СМ можно задавать как характеристики конкретной пор-
ции учебного материала при его подготовке для системы ЭО, а величины УС и исходное 
значение УО определять в ходе предварительного (входного) тестирования каждого обуча-
ющегося. Исходная величина П – это возможный максимум помощи, предусмотренной в 
обучающей системе. Имея эти данные, система ЭО на основе встроенной когнитивной моде-
ли соответствующего сценария АО и разработанных алгоритмов может подобрать для каж-
дого обучающегося минимально необходимое количество упражнений для достижения тре-
буемого уровня обученности по каждой порции учебной информации и дать прогноз требуе-
мого времени для освоения всего объѐма учебного материала.  

Процесс построения когнитивных моделей АО – определение наиболее значимых факто-
ров, выбор исходных параметров модели и ограничений на их величины, исследование 
устойчивости и оптимизация параметров – требует высокой дидактической квалификации 
разработчиков. Предложенные алгоритмы могут использоваться не только как средства ис-
следования, проектирования и управления процессом АО, но и как средства педагогического 
тренинга при подготовке и переподготовке преподавательских кадров в сфере ЭО.  
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 Заключение  
Предлагаемый подход к моделированию процессов АО с помощью знаковых и взвешен-

ных орграфов, в которых вершины отображают характеристики АО, а ориентация, знаки и 
значения весов дуг определяют взаимовлияние этих характеристик, обладает высокой степе-
нью наглядности, удобен для обсуждения и коллективного анализа, позволяет строить моде-
ли АО разработчикам и исследователям систем ЭО. 

Использование импульсного процесса для построения алгоритма учѐта влияния измене-
ний значений вершин орграфа АО на изменения других его вершин позволяет моделировать 
динамику процесса АО и прогнозировать его результаты.  

В ходе вычислительных экспериментов на орграфе АО установлено, что импульсный 
процесс в орграфе может быть устойчивым или неустойчивым. Неустойчивость импульсного 
процесса означает, что выбранная модель является неработоспособной и необходимо изме-
нить еѐ структуру либо параметры – веса дуг орграфа.  

Постановка задачи оптимизации весов дуг взвешенного орграфа, основанная на миними-
зации максимального по модулю собственного значения его матрицы смежности, и предло-
женный метод еѐ решения позволяют облегчить процесс построения работоспособной моде-
ли АО.  

В ходе вычислительных экспериментов на орграфе АО установлено, что целевая функ-
ция оптимизации весов дуг взвешенного орграфа является многоэкстремальной.  

Разработанная методика моделирования процессов АО на основе взвешенных орграфов 
может применяться при исследовании, проектировании и использовании средств адаптации 
и управления в системах ЭО, а также для дидактического тренинга разработчиков и пользо-
вателей этих систем.  
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Abstract 
An approach to modeling adaptive learning processes using signed and weighted directed graphs (digraphs) is exam-
ined. The vertices of the digraphs represent the characteristics of educational activities. The orientation, signs, and 
weights of the digraph arcs define the mutual influence of these characteristics. The dynamics of adaptive learning are 
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modeled within digraphs using a specific impulse process algorithm. An external disturbance is introduced into a par-
ticular vertex of the digraph, and the propagation of this impulse is analyzed, enabling the prediction of values at other 
vertices of the digraph. The problem of optimizing the weights of digraph arcs is formulated, and an algorithm for solv-
ing it is proposed to achieve stability in the impulse process. Computational experiments on a digraph revealed that the 
objective function for optimizing the arcs of a weighted digraph is multiextremal. The occurrence of a local minimum is 
determined by the initial values of the vector of design variables (weights of digraph arcs) and constraints on these vari-
ables. Consequently, the qualifications of the developer of the adaptive learning model who assigns these values are 
crucial. Cognitive models of adaptive learning can be classified as prescriptive and descriptive. Prescriptive models 
outline what the adaptive learning process should be, while descriptive models depict existing adaptive learning pro-
cesses and can be utilized to study their effectiveness. The developed methodology for cognitive modeling of adaptive 
learning processes allows for the prediction of learning outcomes and can be employed in the research, design, and im-
plementation of adaptation mechanisms and intelligent control in e-learning systems, as well as in the didactic training 
of teachers in the field of e-learning.. 
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