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Аннотация 
Предлагается методика проектирования нагруженных изгибающим моментом конструкций мини-
мальной массы с учѐтом ограничений на напряжения и критические усилия потери устойчивости. 
Переменными проектирования являются параметры силовой схемы, размеры и форма сечений 
конструктивных элементов. На первом этапе в заданной проектной области выполняется проекти-
рование силовой схемы конструкции по условиям прочности с использованием континуальной 
модели – пластины переменной толщины. На втором этапе определяется граница выреза в кон-
струкции стохастическим методом дифференциальной эволюции при выполнении условий проч-
ности. На третьем этапе разрабатывается конструкция переменного сечения с учѐтом требований 
прочности и устойчивости. Обсуждаются ситуации, возникающие при проектировании рассматри-
ваемой конструкции, требующие принятия решений на основе анализа чувствительности ограни-
чений по устойчивости. Выявлена проектная ситуация, в которой удаление из конструкции эле-
ментов с высокими значениями энергии деформации по критической форме потери устойчивости 
приводит к снижению массы конструкции. На примере показана возможность получить конструк-
цию с переменной строительной высотой, удовлетворяющую условиям прочности и устойчивости, 
при снижении массы на 17% по сравнению с конструкцией с постоянной строительной высотой. 
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Введение 
В качестве объектов проектирования рассматриваются конструкции, предназначенные 

для уравновешивания изгибающего момента. Такие конструкции широко используются в 
строительстве, судостроении, железнодорожном транспорте, аэрокосмической технике и 
других предметных областях. Традиционным решением для восприятия изгибающего мо-
мента является балка с постоянной строительной высотой двутаврового сечения. В работе [1] 
при проектировании силовой схемы балочной конструкции показано, что распределение ма-
териала в равнопрочной пластине переменной толщины соответствует балке переменного 
сечения. Полученное распределение материала отражает возможные геометрические области 
рационального расположения элементов конструкции – поясов и стенки балки. 

В работе [2] предлагается метод оптимизации тонкостенных балок. Особенностью мето-
да является параметризация сечения в виде набора связанных линейных сегментов, что поз-
воляет использовать алгоритмы, предназначенные для оптимизации ферм. Для линейно-
упругого анализа применяется метод конечных полос, который снижает вычислительные за-
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Введение 
В качестве объектов проектирования рассматриваются конструкции, предназначенные 

для уравновешивания изгибающего момента. Такие конструкции широко используются в 
строительстве, судостроении, железнодорожном транспорте, аэрокосмической технике и 
других предметных областях. Традиционным решением для восприятия изгибающего мо-
мента является балка с постоянной строительной высотой двутаврового сечения. В работе [1] 
при проектировании силовой схемы балочной конструкции показано, что распределение ма-
териала в равнопрочной пластине переменной толщины соответствует балке переменного 
сечения. Полученное распределение материала отражает возможные геометрические области 
рационального расположения элементов конструкции – поясов и стенки балки. 

В работе [2] предлагается метод оптимизации тонкостенных балок. Особенностью мето-
да является параметризация сечения в виде набора связанных линейных сегментов, что поз-
воляет использовать алгоритмы, предназначенные для оптимизации ферм. Для линейно-
упругого анализа применяется метод конечных полос, который снижает вычислительные за-

траты по сравнению с подходом [3]. В статье [4] предлагается развитие метода топологиче-
ской оптимизации [3], где рассматриваются ограничения по прочности и жѐсткости балки, 
анализ чувствительности выполняется с использованием метода сопряжѐнных уравнений.  

В исследовании [5] представлены результаты экспериментальных испытаний двутавро-
вых балок с линейно изменяющейся строительной высотой на устойчивость конструкции.  

В работе [6] используется безразмерный критерий весовой эффективности конструкций, 
нагруженных изгибающим моментом. В качестве характерной нагрузки принимается эквива-
лентная моменту пара сил. Определена область отношений длины к строительной высоте 
балки переменного сечения, при которых возможны конструктивные решения с бо льшей ве-
совой эффективностью, чем балка с постоянной строительной высотой. В статье [7] такой 
подход применѐн для проектирования центроплана магистрального самолета, включающего 
балки переменной строительной высоты. В работах [6, 7] используется критерий «силовой 
фактор» [8, 9].  

1 Постановка задачи 
Геометрические характеристики проектной области представлены на рисунке 1. Нагру-

жение конструкции – пластины постоянной толщины – осуществляется изгибающим момен-
том, заданным двумя парами сил  . Целевой функцией является масса конструкции   .  

Определяются следующие характеристики: ко-
личество и тип конструктивных элементов, их распо-
ложение и типы соединения между собой; форма и 
размеры сечений конструктивных элементов. В каче-
стве функциональных ограничений учитываются 
условия прочности в каждом элементе; условия 
местной и общей устойчивости конструкции. 

На начальной стадии проектирования применя-
ется континуальная модель, непрерывно заполняю-
щая заданную проектную область [10]. Для поиска 

рациональной силовой схемы конструкции применяется подход, заключающийся в миними-
зации в проектной области силового фактора   [9]: 

  ∫       
 

  (1) 

где      – эквивалентные напряжения, действующие в конструкции;   – объѐм конструкции. 
Эквивалентные напряжения по условию текучести Генки-Губера-Мизеса для пластинча-

тых элементов определяются: 
     √              (2) 

где       – главные напряжения. 
Масса конструкции на этом этапе прогнозируется по формуле [9]: 

          (3) 

где   – коэффициент полной массы, определяемый как отношение массы конструкции к тео-
ретически необходимой массе силового материала;   и   – плотность и допускаемое 
напряжение конструкционного материала.  

Коэффициент   определяет долю массы конструкции, которая не известна на начальных 
этапах проектирования конструкции и не учитывается в модели. Эту дополнительную массу 
могут составлять элементы, обусловленные технологическими особенностями производства, 
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несиловые, поддерживающие и крепѐжные детали. Для агрегатов авиационных конструкций 
коэффициент  , как правило, принимает значение около     [11, 12]. Для балочной кон-
струкции прирост дополнительной массы могут дать подкрепляющие элементы, обеспечи-
вающие еѐ устойчивость.  

На ранних стадиях проектирования для оценки массы конструкции удобно использовать 
безразмерный коэффициент силового фактора    [13]: 

   
 
    

(4) 

где   и   – характерная нагрузка и характерный размер конструкции. 
В работах [6, 7] для балочной конструкции в качестве характерной нагрузки R  прини-

мается пара сил   , за характерный размер   – длина передачи изгибающего момента   (ри-
сунок 1). Показано, что для балки с постоянной строительной высотой     ; для балки пе-
ременной строительной высотой при условии      возможно существование технического 
решения с массой конструкции меньшей, чем у балки с постоянной строительной высотой. 

Учѐт устойчивости конструкции на более поздних этапах проектирования производится 
путѐм решения задачи о собственных значениях [14]: 

([ ]   [  ]){  }  { }  (5) 
где [ ] – матрица жѐсткости конструкции; [  ] – матрица геометрической жѐсткости, зави-
сящая от формы упругой системы и распределения в ней внутренних усилий при действии 
нагрузки { }; {  } – собственный вектор формы потери устойчивости, связанный с j-м соб-
ственным значением   . 

Задачу (5) можно представить в виде: 

   
{  }

 [ ]{  }
{  }

 [  ]{  }
  (6) 

Значение критической нагрузки потери устойчивости конструкции по вектору {  } мож-
но выразить как: 

{  }    { }. (7) 
Критическим является наименьшее (первое) собственное значение   . 

2 Методика решения 
Предлагаемый подход основывается на применении континуальной пластины перемен-

ной толщины [1] с последующей параметрической оптимизацией элементов конструкции. 
Декомпозиция задачи проектирования позволяет выделить следующие этапы. 
1) определяется конструктивно-силовая схема. Разрабатывается конечно-элементная  мо-

дель (КЭМ-1) проектной области (см. рисунок 1). Оптимизация распределения материа-
ла в КЭМ-1 по условиям прочности без учѐта требований устойчивости и технологиче-
ских требований позволяет сформировать теоретически оптимальную конструкцию 
(ТОК). Оптимизация выполняется по алгоритму [1] с использованием [15]. На основе 
анализа силовой работы ТОК определяется количество и тип силовых элементов.  

2) разрабатывается КЭМ-2, которая представляется как комбинированная упругая систе-
ма, состоящая из стенки, моделируемой мембранными элементами, работающими в 
плоском напряжѐнном состоянии, и поясов – стержневых элементов, воспринимающих 
осевые усилия. Определяется граница выреза в стенке по условиям прочности. 

3) разрабатывается КЭМ-3, состоящая из объѐмных элементов и двухмерных изгибно-
мембранных элементов [16]. Определяются: граница выреза в стенке по условиям проч-
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{ }  [ ]{  
   } { }  {             }       (8) 

где [ ] – булева матрица связи;    – количество подконструкций. 
В каждую подконструкцию включаются элементы с примерно одинаковой толщиной 

  
     и это условие сохраняется в процессе оптимизации. Границы варьирования проектных 

переменных задаются следующими условиями: 
  
        

      
                             (9) 

где   
      и   

      – минимальные и максимальные значения i-ой проектной переменной, 
обусловленные конструктивно–технологическими требованиями. 

Целевая функция – масса конструкции: 
         . (10) 

Функциональные ограничения       представляются так: 
                            , (11) 
                       (12) 

где   – допускаемое значение величины    (обычно    ). 
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 Для решения задачи (8)–(12) используется подход, предложенный в [14] на основе кон-
цепции равнопрочности и анализа коэффициентов чувствительности       ⁄ , учитывающих 
энергию деформации по соответствующей форме потери устойчивости. 

2.4.  Валидация конечно-элементного моделирования  
Рассматривается задача анализа устойчивости центрально сжатой 

балки длиной   =1000 мм с двутавровым поперечным сечением (см. 
рисунок 2). Характеристики конструкционного материала: модуль 
упругости  =70,000 Мпа, коэффициент Пуассона          плот-
ность        кг м ⁄   допускаемое напряжение             

 Критическая сжимающая нагрузка для балки определяется по 
формуле Эйлера [18] и используется как эталон для оценки достовер-
ности КЭМ: 

    
   а    
      

  
                    

               (13) 

где  =2 – коэффициент приведения длины для заделки; 

     
     
     (    

 

  )                                              
Результаты вычислительного эксперимента се-

точной сходимости КЭМ балки приведены на ри-
сунке 3, где    – число конечных элементов вдоль 
длины балки. Вдоль высоты балки в моделях ис-
пользуется       конечных элементов. Погреш-
ность определения    для балки с помощью МКЭ 
составляет менее 1%, что подтверждает достовер-
ность моделирования. 

3 Пример  
Конечно-элементное моделирование конструкции осуществлялось в программной среде 

Femap [16]. Для оптимизации распределения материала в пластинах, оболочках и стержнях 
использована программа [15]. В качестве критерия остановки итераций использована сходи-
мость вычислительного процесса по значениям проектных переменных. Вычислительный 
процесс прекращался, когда изменение толщин всех элементов КЭМ на следующей итерации 
относительно предыдущей составляло менее 1%. 

Принятые значения параметров проектной области (см. рисунок 1):        мм, 
      мм,       кН. Характеристики конструкционного материала приведены в разделе 
2.4. 

Результаты оптимизации распределения материала после 15 итераций по алгоритму [1] в 
континуальной модели приведены на рисунке 4. 

Картина ПГУ, показанная на рисунке 5, согласуется с результатами, полученными в ра-
боте [1], и указывает на возможность снижения массы конструкции за счѐт перехода от бал-
ки с постоянной строительной высотой к балке с переменной строительной высотой. Анализ 
распределения одноосных потоков усилий в проектной области позволяет идентифицировать 
наличие и расположение в силовой схеме конструкции внешних, внутренних и боковых поя-
сов (см. рисунок 6).  

 
Рисунок 2 – Поперечное 

сечение балки 

 
Рисунок 3 – Сеточная сходимость КЭМ 
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Рисунок 4 – Распределение толщин [мм] в континуальной модели 

Получена ТОК с коэффициентом силового 
фактора   =0,832, массой  к=13,219 кг, сило-
вым фактором G=1,663×    кН*мм. 

Граница выреза, определѐнная с помощью 
метода дифференциальной эволюции, пред-
ставлена на рисунке 6. Для оптимизации фор-
мы контура выреза в КЭМ-2 потребовалось 483 
итерации. Длительность расчѐта составила 
около 1 часа (для шестиядерного двенадцати-
поточного процессора с базовой частотой 3,5 
ГГц); использованная оперативная память объ-
ѐмом 1,8 ГБ (эффективная частота 2,7 ГГц).  

 
Рисунок 6 – КЭМ-2 после оптимизации 

КЭМ-3 показана на рисунке 7. Моделирование внешних, внутренних, боковых поясов и 
стенки конструкции производилось изгибно-мембранными конечными элементами, модели-
рование кронштейнов (см. элемент А на рисунке 7) – объѐмными конечными элементами. 
Для оптимизации распределения материала в элементах конструкции по условиям прочности 
и устойчивости потребовалось 70 итераций алгоритма [14], длительность расчѐта составила 
2,5 часа (для шестиядерного двенадцатипоточного процессора с базовой частотой 3,5 ГГц) 
при использовании 8 ГБ оперативной памяти с эффективной частотой 2,7 ГГц. Полученная в 
результате оптимизации силовая схема конструкции показана на рисунке 8. Весовая сводка 
спроектированной конструкции представлена в таблице 1. 

 

Рисунок 5 – Картина ПГУ в ТОК  
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Рисунок 7 – КЭМ-3 и КЭМ кронштейна 
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Рисунок 8 – Итоговая схема конструкции 

 Анализ результатов проектирования конструкции 
показывает, что значение коэффициента  к = 0,832 мень-
ше чем у балки с прямолинейными поясами на 17%.  

4  Анализ чувствительности решения  
Важным этапом проектирования конструкций являет-

ся анализ чувствительности функциональных ограниче-
ний [19]. Коэффициенты чувствительности позволяют 
наметить пути совершенствования конструкции с учѐтом 
функциональных ограничений. 

В ходе решения задачи обнаружено, что добавление материала в зоны стенки с высоки-
ми значениями коэффициентов чувствительности ограничений по устойчивости не приводи-
ло к повышению критической нагрузки потери устойчивости. В работе [20] подобное явле-
ние выявлено при проектировании конструкций по условиям прочности: удаление из кон-
струкции некоторых наиболее нагруженных элементов приводит к более выгодному пере-
распределению напряжений в ней при сохранении несущей способности и снижении массы. 
Удаление наиболее нагруженных элементов может быть полезным при проектировании кон-
струкции с учѐтом требований устойчивости. Удаление этих элементов в статически неопре-
делимых конструкциях повлечѐт перераспределение усилий, поэтому данный приѐм не га-
рантирует успех во всех проектных ситуациях.  

Таблица 1 – Весовая сводка 
спроектированной конструкции 

Элементы конструкции Масса, кг 
Внешние пояса 4,78 
Боковые пояса 0,56 
Внутренний пояс 2,90 
Стенка 10,84 
Подкрепляющие стойки 3,88 
Кронштейны 3,13 
Всего 26,1 
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Рассматривается ситуация, возникшая при выполнении анализа КЭМ-3. Коэффициенты 
чувствительности ограничения по устойчивости балки, нормированные относительно мак-
симального значения, представлены на рисунке 9. По результатам анализа принято решение 
увеличить размер выреза в стенке за счѐт удаления группы конечных элементов стенки с вы-
сокими значениями коэффициентов чувствительности по устойчивости. Схема и результаты 
принятия решения показаны на рисунке 10. Дальнейшая оптимизация распределения мате-
риала в элементах конструкции по [17] позволила снизить на 24% массу конструкции при 
повышении еѐ устойчивости к критической нагрузке. Получено значение   =1,02. 

 
Рисунок 9 – Коэффициенты чувствительности устойчивости конструкции  

(показаны элементы стенки для четверти КЭМ-3) 

 
Рисунок 10 – Схема принятия решения при определении границы выреза в конструкции 

Заключение 
Предложена методика проектирования нагруженных изгибающим моментом конструк-

ций переменной строительной высоты с учѐтом требований прочности, устойчивости и тех-
нологических ограничений. 

Применение разработанной методики в рассмотренном примере позволило получить 
конструкцию, удовлетворяющую условиям прочности и устойчивости, при выигрыше в ве-
совой эффективности около 17%. Выявлена проектная ситуация, в которой удаление из кон-
струкции элементов с высокими значениями коэффициентов чувствительности ограничений 
по устойчивости позволяет снизить массу конструкции на 24%.  
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with strength and stability constraints 
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Abstract 
A methodology is proposed for the minimum-mass design of structures subjected to bending moments, with constraints 
imposed on stresses and critical buckling loads. The design variables include the parameters of the load-bearing config-
uration as well as the dimensions and cross-sectional shapes of the structural members. At the first stage, the load-
bearing configuration of the structure within a prescribed design domain is determined subject to strength constraints 
using a continuum model represented by a variable-thickness plate. At the second stage, the boundary of a cutout in the 
structure is determined using the stochastic differential evolution method while satisfying the strength constraints. At 
the third stage, a variable-cross-section structure is developed with due consideration of strength and stability require-
ments. Design situations arising during the development of the structure under consideration are discussed, in which 
decisions must be made on the basis of sensitivity analysis of the stability constraints. A design situation is identified in 
which removing structural elements characterized by high strain energy values in the critical buckling mode results in a 
reduction in structural mass. An illustrative example demonstrates the possibility of obtaining a structure with variable 
structural depth that satisfies both strength and stability requirements while achieving a 17% mass reduction compared 
with a structure of constant structural depth. 

Keywords: design, structure, optimization, bending moment, strength constraints, stability constraints, sensitivity coef-
ficients, decision-making. 
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